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PREMIERE   THÈSE 


SUli  L'INTEGRATION 

DES 

ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DU  SECOND  ORDRE 
PAR  LA  MÉTHODE  DES  CARACTÉRISTIQUES 


INTRODUCTION 

La  méthode  d'inh'gration  de  Hienuiiin  cl  la  imUliodr  do  (irei'ii  sont  natu- 
rellement aj)[)ropri('es  à  la  résolution  des  problèmes  l'ondamenlaux  do  la  IMiv- 
SKjue  malliématique.  ^Mais  tandis  que  la  dernière  s'est  étendue  d'elle-même  à 
un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes,  on  ne  trouve  qu'un  jjclit 
nombre  d'essais  pour  i,a>néraliscr  la  méthode  de  Riemnnn. 

Il  semble  qu'il  faille  en  chercher  l'une  des  principales  causes  dans  l'indéci- 
sion qui  a  longtemps  exislr  sur  la  notion  de  caracléristJques  dans  le  cas  des 
éiiuations  aux  di-rivées  partielles  à  n  variables.  Quand  on  se  place  au  point  de 
vui'  de  Riemann,  la  notion  gc'néialisée  par  Jules  lÎKindx  dans  le  lomc  XXV  du 
liullrlbi  (le  la  Socicli-  matltnnatujuc  ilr  Fraitcr  {Sur  les  cnrarlrrisliqucs  des 
étjualions  aux  dérivées  partielles,  p.  108-120)  semble  la  ]ilus  nalurelle.  l'allé  se 
déduit  d'ailleurs  directement  du  problème  généralisé  de  Taucliv  et  l'iiilerpiéta- 
tion  qui  lui  correspond  dans  certains  problèmes  de  mécanique  nionlif  qu'elle 
s'impose  à  la  considération  des  physiciens. 

L'objet  principal  de  celte  élude  est  d'ajiporter  une  contribution  à  l'exlension 
de  la  méthode  de  Riemann  en  utilisant  la  notion  de  surface  caractéristitjue  telle 
que  l'a  donnée  Jules  Reudon.  On  ne  considère  que  des  équations  du  second 
ordre  et  l'on  étudie  la  détermination  de  leurs  intégrales  par  rapport  à  iine  cer- 
taine surlace  caractéristique  à  laquelle  on  peut  donner  le  nom  de  surface  à 
point  singulier. 

Le  chapitre  I  contient  l'exposé  de  la  théorie  des  caractéristi(jues  pour  les 

» 


équations  aux  dérivées  partielles  linéaires  et  du  second  ordre.  On  signalera  la 
forme  symétrique  sous  laquelle  se  laissent  mettre  les  éléments  d'une  multipli- 
cité dont  on  connaît  le  support,  l'étude  de  la  surface  à  point  singulier  et  la 
classification  des  équations  en  parlant  de  cette  surface.  On  établit  ensuite  une 
formule  qui  peut  être  considért-e  comme  la  généralisation  de  la  célèbre  formule 
de  Green  pour  les  équations  à  coellicients  variables  ;  elle  permet  d'utiliser 
d'une  façon  heureuse  les  propriétés  des  surfaces  caractéristiques. 

Le  chapitre  II  renferme  l'extension  de  la  méthode  de  Yolterra  aux  équations 
à  coefficients  variables  lorsqu'on  se  place  dans  la  région  intérieure  à  la  surface 
à  point  singulier.  Le  problème  est  ramené  à  la  recherche  d'une  certaine  inté- 
grale. On  établit  son  existence  pour  une  classe  d'équations  en  recourant  à 
la  méthode  des  approximations  successives.  Puis  l'on  fait  connaître  un  certain 
nombre  de  formules  nouvelles  relatives  aux  nappes  caractéristiques. 

Les  chapitres  III  et  IV  sont  consacrés  à  l'intégration  sur  une  surface  fermée 
des  équations  à  coefficients  constants  et  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

La  méthode  de  Riemann-Volterra  se  heurte  à  deux  sortes  de  difficultés  :  la 
détermination  de  solutions  particulières  satisfaisant  à  des  conditions  déter- 
minées et  l'inversion  de  certaines  intégrales. 

Au  chapitre  III  il  est  montré  que  la  détermination  des  solutions  fondamen- 
tales se  ramène  à  r('tude  d'une  équation  analogue  à  celle  d'Euler  et  Poisson. 

L'on  parvient  à  exprimer  les  intégrales  cherchées  à  l'aide  des  fonctions 
hypergéométriques  et  des  fonctions  de  Bessel. 

Dans  le  chapitre  IV  on  elTectue  l'inversion  par  l'emploi  répété  du  s3mbole 
de  Laplace  et  l'on  détermine  tous  les  cas  où  cette  inversion  serait  possible  par 
l'application  d'un  nombre  fini  de  ces  symboles.  Pour  certaines  valeurs  des 
solutions  fondamentales,  les  formules  ne  permettent  point  l'inversion.  Mais  si 
l'on  effectue  des  difîérentiations  convenables,  on  est  conduit  à  des  identités 
dont  on  trouvera  l'expression.  Dans  le  cas  des  équations  représentées  par  le 
symbole  \!'-iY  -h  KV,  on  a  dû  en  outre  recourir  aux  approximations  successives. 

Le  chapitre  V  renferme  les  applications  de  ce  qui  précède  et  spécialement 
des  caracti'-ristiques  à  la  théorie  des  ondes.  Il  repose  sur  cette  remarque  essen- 
tielle que  les  surfaces  d'onde  des  physiciens  correspondent  aux  surfaces  carac- 
téristiques (')  étudiées  au  chapitre  I.  Ce  p(jint  de  départ  montre  sous  un  nou- 

(')  Celte  relation  est  indiquée  dans  une  communication  faite  à  la  Société  des  Sciences 
Physiques  et  Naturelles  de  Bordeaux  à  la  séance  du  22  février  1900,  et  plus  tard  dans  mie 
note  parue  aux  Comptcs-Heiulus  (séance  du  17  avril  1900).  Vers  la  raéme  époque  M.  TIada- 
MARD  avait  déjà  développé  des  considérations  analogues  dans  son  cours  au  collège  de 
France.  (Voir  la  note  Sur  la  inopa<julion  dca  ondes,  lliillclin  de  la  Société  malliéinatiqtic  de 
France,  t.  X.XIX,  p.  87). 


veau  jour  les  considérations  sur  ce  sujet  développées  en  hydrodynamique  et 
dans  la  théorie  du  son  ou  de  la  lumière.  Il  permet  de  relier  ou  d'étendre  des 
propositions  en  apparence  isolées  ou  très  particulières.  On  peut  signaler  la 
forme  simple  que  prennent  avec  ces  notations  les  conditions  de  compatibilité, 
la  construction  généralisée  d'Huygens  et  le  théorème  sur  les  vitesses  de  propa- 
gation. 

Les  principaux  résultats  contenus  dans  ce  travail  ont  été  exposés  dans  des 
notes  parues  aux  compte -rendus  dans  les  séances  du  19  mars  et  17  avril  j!)00, 
du  11  février  et  du  16  juillet  1901. 

Parmi  les  travaux  antérieurs  sur  le  même  sujet  on  doit  citer  les  recherches 
A'Euler  ('),  de  Canchy  et  de  Poisson  i  -  sur  les  équations  à  coefhcients  constants 
et  sur  la  Physique  mathématique.  Caucliy  (')en  particulier  est  revenu  à  diverses 
reprises  sur  les  équations  à  coefficients  constants  et  sur  la  théorie  des  ondes. 
Il  s'est  proposé  de  résoudre  le  problème  qui  porte  son  nom  et  il  3'  est  parvenu 
par  l'emploi  de  la  formule  de  Fourier.  Il  déduit  de  ses  résultats  la  notion  de 
surface  donde,  mais  sans  la  rattacher  à  sa  véritable  origine.  Les  travaux  plus 
récents  de  M.  Poincarè  (*)  et  de  M.  Boussinesq  (')  partent  du  même  point  de  vue. 

(*)  Inlegratio  xqiialionum  differentialum  lineanim  cuju^cuinque.  fjrndus  et  quolcumque  varia- 
biles  involientium;  ce  mémoire  est  imprimé  dans  le  tome  IV  des  Acta  Nova  de  l'Académie 
de  Saint-Pétersbourg. 

(')  Sur  l'intégration  des  équations  linfiiire>:  aux  différences  p'irtiell'/s  (Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique,  19'  cahier,  pp.  215-248;  1823  .  Voir  aussi  dans  le  même  cahier  le  Mémoire 
sur  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  différences  partielles  à  cocfficinUs  constants, 
pp.  âl8-o89. 

Consulter  aussi  le  Mémoire  sur  la  propagation  du  mourrmenl  ditu  lef  milieuv  élastiques 
(Mémoires  de  l'Académie  de  Franc,  vol.  X,  pp.  ;>lO-60:i}. 

(';  Les  mémoires  de  Cauchy  sur  cette  question  sont  Irop  nombreux  pour  que  nous  puis- 
sions les  énumérer.  Nous  nous  contenterons  de  citer  deux  des  plus  importants  : 

1°  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  aux  différences  partiellis  à  coefficients  constants 
(Journal  de  l'École  Polgtechniquc,  19'  cahier,  pp.  uII-j!'2;  1823'. 

2°  Mémoire  sur  l'application  du  calcul  dis  résidus  atix  questions  de  Physique  mathématique, 
publié  en  1827.  Dans  ce  dernier  mémoire,  Cauchy  perfectionne  sa  méthode.  Il  s'applique 
ensuite  à  diverses  questions  de  Physique  mathématique  dans  les  mémoires  de  1829  et 
18.10. 

11  y  revient  encore  en  I8il  dans  une  série  de  notes  aux  Comptcs-liéndtts,  t.  XIII  et  XIV 
ou  tJEurrcs  complètes,  série  1,  t.  VI.  Son  attention  parait  avoir  été  rappelée  sur  ce  point  à 
la  suite  d'un  rapport  sur  deux  mémoires  de  Blanciift,  qui  se  rapportent  éj;ulement  au 
même  sujet  (Voir  Journal  de  Liowillc,  t.  V.  pp.  i-30,  1840  ;  t.  VII,  pp.  i:i-22  et  23-3i,  1812 
et  t.  IX,  pp.  7.3-96). 

(S  Sur  la  propagation  de  l'électricité  {Comptes  Itendus,  t.  GXVII,  p.  1027;. 

(^)  Intégration  de  l'équation  du  son  pour  un  fluide  indé/ini  à  une,  deu.r  ou  trois  dimensions 
quand  des  résistances  de  nature  diverse  introduisent  ilans  celte  équation  des  termes  respecttrc- 
ment  proportionnels  à  la  fonction  caractéristique  du  mouvement  ou  à  ses  dérivées  premières 
(Comptes-Rendus,  l"  semestre  1894,  pp.  102-166,  223-220,  271-276j. 


Le  mémoire  de  liiemann  :  Sur  la  propagation  des  ondes  aériennes  planes 
avec  une  amplitude  de  vibration  finie  {Œuvres  mathématiques  traduites  par 
Laugel,  p.  177-206),  marque  le  début  d'une  nouvelle  période.  On  y  trouve 
utilisées  pour  la  première  fois  les  propriétés  des  caractéristiques.  La  méthode  a 
été  reprise  et  développée  par  plusieurs  auteurs  pour  le  cas  de  deux  variables, 
spécialement  par  M.  Darboux  dans  sa  théorie  iphxérale  des  surfaces  (')  et  par 
M.  Dini  dans  ses  belles  recherches  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  (-). 

Mais  ce  procédé  d'intégration  n'aurait  eu  qu'un  intérêt  fort  restreint  sans 
l'application  de  la  féconde  méthode  des  approximations  successives  de 
-M.  Picard.  A  diverses  reprises  M.  Picard  a  montré  tout  le  parti  qu'on  pouvait 
en  tirer  pour  démontrer  l'existence  des  fonctions  et  étendre  les  résultats 
obtenus  pour  certaines  formes  particulières  à  des  équations  plus  géne'rales  tout 
en  ne  faisant  que  le  minimum  d'hypothèses.  On  doit  citer  le  Mémoire  sur 
les  équations  aux  dérivées  partielles  et  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives (Journal  de  mathématiques,  ¥  série,  t.  YI  p.  210;  1890),  la  note  5?<r 
les  méthodes  d approximations  successives  dans  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles iomia  au  tome  IV  de  la  Théorie  des  surfaces,  p.  333-307,  et  quelques 
intéressantes  remarques  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  dans  le  Bulletin  des  sciences  mathématiques,  2"  série,  t,  XIII; 
juin  1899  (^).  Ces  résultats  ont  été  étendus  par  M.  Délassas  (*)  aux  équations 
lin('aires  les  plus  générales  à  deux  variables  et  à  certaines  classes  d'équations 
à  trois  variables.  Une  extension  analogue  a  été  également  faite  par  M.  .\ico- 
letti  ('). 

M.  Leroux  {^],  dans  sa  thèse,  a  modifié  la  méthode  de  Riemann.  Il  a  nionlr('' 
que  la  inélhode  ainsi  transformée  pouvait  s'appliquer  aux  équations  à  plus  de 

(')T.  II,  pp.  71-98. 

{-)  liendiconti  délia  reale  Accademia  dci  Lincei,  li"  série,  vol.  V,  pp.  391-392,  4:^1-433,  iS90 
et  vol.  VI,  pp.  0-16,  45-48  ;  1897. 

(3)  Voir  aussi  Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles  de  la  théorie  de  la  propagation  de 
rélectricité  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXII,  pp.  2-8;  1894). 

(♦)  Sitr  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  à  caractéristiques  réelles  [Annales  itr 
l'Ecole  normale,  '.)'  série,  t.  XII.  Supplément,  pp.  .'57-104  ;  189ii). 

{■*)  Sull'estensionc  dei  metodi  di  Picard  e  di  liiemann  aduna  classe  di  cquazioni  a  derirulc 
parziali  (Atti  délia  reale  accademia  délie  scienze  di  Napoli,  2"  si'rie,  vol.  VIII,  pp.  1-12;  1897). 

[')  Sur  les  intcf/rales  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  ci  deux 
variables  indépendantes  {Annales  de  l'Ecole  normale,  3"  série,  t.  XII,  pp.  227-3)6). 

Voir  aussi  pour  l'extension  aux  équations  à  deux  variables  d'ordre  n  :  Sur  les  équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  {Journal  de  Mathématique,  îi"  série,  t.  IV,  pp.  359-408;  1898) 
et  pour  l'extension  aux  équations  à  trois  variables  :  Intégration  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  {Journal  de  Mathématique,  ':>"  série,  t.  VI,  pp.  387-441;  1900). 


deux  variables  grâce  à  la  théorie  des  mulliplicilés  de  ./.  Ueudou.  li  a  été 
conduit  à  effectuer  Tinversion  de  certaines  intégrales  en  recourant  aux  appro- 
ximations successives.  On  a  été  conduit  à  l'emploi  du  même  procédé  dans  ce 

travail. 

Les  travaux  de  M.  VoUerra  (')  fournissent  une  autre  extension  de  la  métliode 
de  Riemann.  C'est  celle  qui  est  prise  ici  comme  point  de  départ.  On  la  trouve 
exposée  en  détail  dans  le  mémoire  Sur  les  vibrations  des  corps  élastiques 
isotropes  iActa  mathemalica,  t.  XVIll,  p.  161-231,  1894).  Klle  se  rattache  aux 
recherches  de  Kirchlio/f  (-)  sur  les  formules  qui  expriment  le  principe  de 
Huyaens.  .M.  Ti-donc  (■  ,  dans  diverses  notes  et  mémoires,  a  appliqué  celte 
méthode  à  l'intégration  des  équations  qui  se  rencontrent  dans  la  théorie  de 
l'élasticité  des  corps  isotropes.  Il  l'a  étendue  à  une  classe  particulière  d'équa- 
tions à  un  nombre  quelconque  de  variables  qui  peuvent  ôtre  considérées 
comme  une  généralisation  de  celles  qui  se  rencontrent  dans  la  théorie  de 
l'élasticité.  Plus  récemment  M.  R.  d Adliémar  (')  a  montré  que  la  m.'-thode  de 
M.  l'icard  pouvait  s'appliquer  soit  en  partant  des  formules  de  M.  \  olterra. 
soit  en  partant  de  celles  (jui  sont  données  dans  une  note  aux  Comptes-rendus 
du  l'J  mars  l'.tOO. 

.M.  Hadamard  a  également  fait  paraître  deux  mémoires  importants  sur  la 
même  question  dans  le  Bulletin  de  la  Société  malhématir/ue  de  France,  l'un 

i>Si>lloiil„;rJo»iluminoseneimezziisotropi  (Alli  'lella  veale  Accademia  dei  Lincd,  :;•-• 
série,  vol.  I,  pp.  lOI-nO;  1892V 

Huile  utidc  cilindrichc  nei  mezzi  isotropi  (ihideiu,  pp.  20.i-277). 

Sur  les  ,ibrations  lumnieusn  dans  les  milieu.r  bi,rfnn(,eHts  {.Ma  mathemalica.  t.  Wl, 
pp.  i;i3-2lG;  1893).  . 

(')  7.U,-  théorie  der  Lichtstrahlcn  {Silzuajshcrichte  der  K.  Akadeime  d.  W  i.s.s.',isc/..//(c",  l»»-, 

S.  0H-C9.  , 

Consulter  aussi,  sur  le  principe  dlluyj,'ens,  les  notes  éléganles  de  K.  Be..tra.mi  dans  le^ 
nendiconti  délia  renie  Accademia  dei  Lincei,  G  mars  1892:  21  juillet,  4  aoùl,  et  I  -  novembre 

1893. 

(')  Sulla  dimostrazione  drlla  formula  clie  rappresnita  amliticamenlc  il  pnnctpw  di  llny.jcns 
{Atti  délia  renie  Accademia  dei  Lincei,  b"  série,  vul.  V,  pp.  ■'•iJ--*60  ;  1890), 

Sullc  viljrnzinni  dei  corpi  elastici  (ihidem.  i"  semestre,  pp.  ;i7-0.">). 

SnW  integrazione  deli  e^iuazione  Jî  -  V  ij-  =.  o  iAnnali  di  matematica,  3«  série,  t.  1, 

1 
pp    i-23  ;  1898).  .    .  , 

Su  di  un  sistema  <,enerale  di  eqwrJoni  chr  s,  puo  intcjrare  col  rnetodo  délie  caraUcnstwUe 

^'''"!)'sur  une  intc.jration  par  ..ppro.run  liions  successires  [liullelin  de  la  Société  malhrmali.,w 
(iefVart-.c,  t.  XXIX;  1901). 

Sur  une  clause  daiuations  aux  dcrirècs  partielles  intc;,raMc^  par  approximations  snece^.iu .- 
{Complei-nendus,  séance  du  17  f.vrier  I!I02). 
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Sur  iintr,jrale  résiduelle,  t.  XXVIII,  p.  G9-90,et  l'autre  Sur  la  propagation  des 
ondes,  t.  XXIX,  p.  50-60,  a  déjà  été  signalée. 

Enfin  on  doit  encore  signaler  les  diverses  notes  sur  la  théorie  des  ondes 
publiées  par  M.  Duhem  dans  les  tomes  CXXXI  et  CXXXII  des  comptes-rendus 
et  ses  excellentes  Leçons  sur  F  Hydrodynamique  et  F  Elasticité.  C'est  dans  ce 
dernier  ouvrage  que  se  trouvent  signalées  pour  la  première  fois  certaines  parti- 
cularités curieuses  des  équations  des  petits  mouvements  ainsi  que  les  recherches 
d  Hugomot  (')  sur  la  propagation  des  ondes. 

En  terminant  je  désire  exprimer  toute  la  reconnaissance  que  je  dois  à 
31.  Duhem  pour  l'intérêt  qu'il  a  bien  voulu  montrer  pour  mon  travail  et  pour 
1  appui  et  les  encouragements  qu'il  n'a  cessé  de  me  donner. 

J'adresse  aussi  mes  remerciements  à  M.  Picard  et  à  M.  Goursat  pour  l'accueil 
SI  bienveillant  qu'ils  ont  fait  à  ces  recherches. 

(')  Comptes  rendu.,  t.  CI.  188;;  ;  .lormml  de  VEcolr  Polytechnique,  ««  el  8'  cahier,  1887; 
et  .lourml  de  Malhématifiue.  pures  et  appliquées,  i'  série,  t.  III  et  IV 


CHAPlTRi:   I 


LES  SURFACES  CARACTÉRISTIQLES  DES  tUUATlONS  Al  X  DERIVEES 
PARTIELLES  LINÉAH5ES  DU  SECOND  ORDRE 


I.  —  Les   ^lultiplirilés 

1.  Le  Problème  de  Cauchy.  —  Le  problème  de  rinlégr.ilioii  d'une  ('quatiuri  aux 
dérivées  partielles  a  été  déterminé  avec  précision  par  Cauchy.  La  définition  qu'il  en  a 
donnée  peut  être  considérée  comme  le  point  de  déjjart  de  toutes  les  recherches  ulté- 
rieures. En  particulier  elle  conduit  d'une  façon  naturelle  à  la  notion  de  surfaces  carac- 
téristiques dont  les  propriétés  jouent  un  rùle  essentiel  dans  l'étude  des  intégrales. 

Soit  une  équation  aux  dérivées  partielles,  du  second  ordre  par  exemple,  que  yious 
supposerons  résolue  par  rapport  à  Vune  des  dérivées  secondes. 

(A)  p„„  =  /"(x,,  A-j x.„  /., P,„P,„  />i„  ...,p„„_,) 

Le  problème  de  Cauchij  peut  s'énoncer  ainsi  : 

On  donne  un  ensemble  de  valeurs  (a;°i,  j",  p\,  p^u^,  [i,k  =  I,  2,  ...  n),  dans  le  do- 
maine desquelles  la  fonction  fesl  régulière  et  deux  fonctions 

=.„  {x^,  x^,  ...,  j:„_,),  <p,  (a;,,  x,,...,  .r„_,) 

réf/ulières  dans  le  domaine  /;",,  x"^,  .  . .  ,  «"«.i)  et  telles  que 


(F)"  représente  ce  que  devient  F  qiiand  on  remplace  {x^,  x^,  ... ,  Xn-  j)  par  («",,  x",^, 
,  . .  ,  a'°„_,).  Trouver  une  intégrale  de  Véqualion  (A),  régulière  dans  le  domaine  du 
point  (ofi,  a-".^,  ....  x",,)  et  telle  que  pour  x„  =  .v",,  on  ait 

(-k  =  x\  =  ?o  (a^i.  •''2,  •••  .  .'",.-  ,), 

(tt)  =fA^i'^2'  ■■■  '^-«"-i)- 

\'^x„/a;„  =  .v'>„ 

Dans  ce  problème  on  suppose  connues,  sur  la  variété  x„  =  ,*"„,  les  valeurs  de  l'inté- 
grale et  de  sa  dérivée  première  suivant  la  direction  de  l'a.xe  de  x„.  D'ailleurs  les  autres 
dérivées  premières  sont  parfaitement  déterminées  sur  cette  surface,  car  pour  tout  dé- 
placement on  doit  avoir 

dz  :=  Pi  dx^  -(-  p^  d.v^  4-  ...  H-  Pn  dv„. 
Comme  pour  -v,,  =  ns",,  on  a  0  =  o„  (r,,  x^,  ....  ■''„-),  il  vient 

(''-)  -=  ^HsM^^^-^^n-;)  (.  _   1      ,      ...,   ,,  _    ,). 

\^XiJx„  =  a-",  AT,  \  )     .  / 

Si  au  lieu  du  plan  *■„  :=  a;''„  on  considérait  une  surface  quelconque  dont  Téqualion 
serait  résolue  [)ar  rapport  à  .'c,,,  on  pourrait  se  pro|)oser  de  même  de  trouver  une  inté- 
grale prenant  sur  celte  surface,  ainsi  que  sa  dérivée  jtar  rujijjoit  à  .7„,  des  valeurs  déter- 
minées : 

Z^   \X„  X^,    ...,   j:„_,),  Vn  G'-,,    '-t.,    ...,  X„_,). 

Dès  lors  les  autres  dérivées  premières  seraient  fdurnies  par  les  relations  déduites 
de(l) 

P,  =  ^^  — Î8„^^",     (/=  1,2,  ...,«  —  1). 

Plus  généralement  on  est  conduit  au  |iriil)lctnc  siii\aiil  : 

On  lionne  /'é'/ualion  aux  dérivées  parUcl/es  du  seront/  ordre  à  n  variables  : 

(A/  F  ('1  Xi,  pi,,  Pu)  —  0,         (î,  k=\,2,  ...,n) 

et  une  surface  f{x^,  x,^,  ...,  x„)  =  0;  soit  p^  (.»,,  a\-,,  ...,  x„)  les  l'aleurs  prises  sur  la 
variété  f{x,,  .v^,  ...,  x„)  =  0  par  l'inlégrah  et  supposoiis  également  connu  l'ensemble 

des  dérivées  premières,  toiitcs'res  valeurs  satisfaisant  pour  /  '.'•,,  x., ./•„)  ^=  0  à  la 

relation 

dz  =  p,  dx^  -A-  p.,  d.v,,  ^-  ...  _)_  p^^  ,]x^^. 

Dans  quel  cas  l'intégrale  sera-t-elle  détermi7iée  }mr  ces  valeurs  initiales,  et  lors- 
qu'elle est  détenni7iée,  trouver  cette  intégrale'^ 


Le  i)robU''ine  ainsi  posé  s'élend  de  lui-tnèine  aux  équations  d'ordre  supérieur. 
Lorsqu'il  n'y  a  que  deux  variables  indépendanles  il  introduit  directement  la  notion  de 
lignes  caractéristiques  pour  lesquelles  la  solution  du  problème  do  Caucliy  est  indéter- 
minée ou  impossible  ('). 

Dans  le  cas  de  n  variables  on  est  conduit  à  la  considération  de  multi[)licités  sin"u- 
liéres  à  n  —  I  dimensions  jouissant  de  propriétés  d'indéterminations  analogues  à  celles 
des  caractéristiques  linéaires.  Ces  multiplicités  ont  été  considérées  par  J.  Beudon  {'i  qui 
les  a  définies  pour  les  équations  générales  du  second  ordre.  Nous  en  approfondirons 
l'étude  pour  le  cas  des  équations  linéaires,  mais  en  nous  plaçant  spécialement  au  point 
de  vue  de  leurs  applications  aux  problèmes  de  la  Physique  inalbématique  et  à  la  solu- 
tion du  problème  de  Cauchy  par  la  méthode  de  Riemann. 

Avant  de  passer  à  celte  étude,  nous  rappellerons  quelques  définitions  et  quelques 
propriétés  relatives  aux  multiplicités  d'éléments  unis  des  divers  ordres.  Nous  donne- 
rons ensuite  leur  expression  sous  forme  symétrique  et  nous  déduirons  des  résultats 
obtenus  les  équations  des  multiplicités  singulières  pour  les  équations  du  second  ordre. 
Nous  ferons  ensuite  connaître  une  formule  fondamentale  qui  généralise  la  célèbre  for- 
mule Green  et  qui  nous  servira  do  point  do  départ  pour  l'e.xlension  de  la  méthode  de 
Riemann. 

2.  Définitions.  Les  multiplicités  d'éléments  unis.  —  On  a\t\wl\era  poi/il  dans 
l'espace  à  ?i  dimensions  E„  (.v,,  x,,  ....  .r„)  tout  système  de  valeurs  de  «variables 
(.T,,  .r^,  .  .,  x,,  que  nous  représenterons,  pour  abréger,  par  (./•,). 

Une SKc/rtre  sera  l'ensemble  des  points  dont  les  coordonnées  satisfont  à  une  seule 
relation, 

f{x,,  x.,,  ...,  x„)  =  0 

ou  plus  simplement  f(.v,)  =  0  ;  une  ligne  l'ensemble  des  points  satisfaisant  à.  n  —  \ 
relations 

/;,  (a;,)  =  0.  i7i  =  l,  2,  ...,  n—  1). 

D'une  façon  générale,  une  tmiltip/icilé  pomluelle  du  variété  à  k  dimensions  dans 
l'esf»ace  E„  (x,,  Xj,  ...,  x„)  sera  définie  par  n   -  k  relations  entre  les  coordonnées. 

/„(x,)  =  0,  (/i=  1,  2 n  ^k). 

Soit  z  une  fonction  analytique  des  n  variables  (.v,)  développables  i)ar  la  formule  de 
Taylor  dans  le  domaine  du  point  (•'•",).  Elle  admettra  par  suite  des  dérivées  partielles 
de  tous  les  ordres  par  rapport  à  chacune  de  variables  ;  on  les  représentera  |i,ir  la 
notation 

il''-  (70 


('  E.  GouBSAT.  —  Leçons  sur  li:s  équations  aux  icrivèes  pai-tiellcs  du  second  ordre,  t.  I. 
Chap.  IV  et  t.  II.  Ctiap.  x. 

(-)  Sur  les  caractMstigues  des  équations  aux  dérivées  partielles  [Bulletin  de  la  Société  ma. 
thématique  de  France,  t.  XXV,  p.  108-120).  Voir  aussi,  pour  ce  qui  concerne  les  multiplicités,  la 
thèse  du  même  auteur  *«r  les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  dont  les  caractéris- 
tiques dépendent  d'un  nombre  fini  de  paramétres  (Annales  de  l'Ecole  Normale,  Supplément  :  189<J;. 
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où    (î,  2j.  ...  ih)  représente   un    arrangement   quelconque   avec    répétition  des  indices 
(1,  2,  ...,  m)  ;  nous  désignerons  encore  par 


r  n  »2  •■•  ".  / 


la  valeur  que  prend  cette  dérivée  au  point  (a'",). 

Considérons  le  développement  de  z  dans  le  domaine  du  point  (.«",);  1^*  coefficients 
des  termes  de  degré  inférieur  ou  égal  à  h  dépendent  seulement  des  quantités 

(eU        ^°.,  A  (Pf  i^ ...  J        {i,k=\,2,...h) 

c'est  ce  que  nous  appellerons  élément  d'ordre  h  d'une  mulliplicité  différentielle. 

Si  l'on  passe  du  point  {x^i  au  point  (a:,)  infiniment  voisin,  le  nouvel  élément  d'ordre 
h  sera  : 

(e,X        x„  z.  r>^^\        .        (j,  yt  =3 1,  2 h). 

Il  II  ...  ik 

Supposons  que  l'on  ait 

«1    lo  ...   t*  \     î|    ^2   ...    «l  /  «l    «2  ...    «t 

les  accroissements  des  divers  termes  de  l'élément  (e"i,)  seront  liés  par  les  relations 

!dz  =  Pi  dxi  -+-  p. 2  dx.^  -H  ...  H-  pn  dx,„ 
dp[''K     .=  y  ip'.'^  +  'K  .Ydxi, 
«I  t., ...  Il     ^j  \  t,  i-, ...  tk  ij]     ' 


Nous  e.xprimerons  cette  propriété  des  accroissements,  en  disant  que  les  éléments  in- 
finiment voisins  e%)  et  («/,   sont  unis. 

Nous  appellerons  mulliplicité  d'ordre  h  l'ensemble  des  éléments  (g/,)  qui  satisfont  à 
certaines  relations.  La  multiplicité  sera  formée  d'éléments  unis  si  parmi  les  relations 
figurent  les  équations  différentielles  (i).  Nous  ne  considérons  dans  la  suite  que  de 
semblables  multiplicités.  Les  relations  qui  les  définissent  se  divisent  en  deux  groupes  : 

les  relations  différentielles  où  figurent  au  moins  l'une  des  Quantités  »..         .  et  les 
°  '  •*  i,  t.,  ...  Il 

relations  ponctuelles  qui  ne  renferment  que  z  et  [xi).  Dans  le  premier  groupe  figu- 
reront les  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  doivent  satisfaire  les  éléments. 
Dans  le  deuxième,  la  présence  de  la  relation 


dz=    ^  p,  dx, 


i=  1 


—  Il  — 

nous  mùiilie  qu'il  exisle  au  moins  une  qui  ronferuie  ;.  Sujqjosons  qu'il  v  ait  ^  -+-  1 
équations  dans  ce  groupe;  en  résolvant  l'une  d'entre  elles  par  rapport  à  j  et  en  substi- 
tuant s'il  y  a  lieu,  dans  les  autres,  on  pourra  les  ramener  à  la  forme 

z  -  fj^v  =  0,  f^i  =0,  ih  =  \,2,  ....  l) 

On  désigne  sous  le  nom  de  support  cette  dernière  multiplicité  ponctuelle  et    I'oq 

h 

représente  parfois  par  M    une  multiplicité  d'ordre  h  dont  le  support  est  lip  dimensions 

;' 
et  telle  qu'à  chaque  point  du  support  ne  corresponde  qu'un  seul  élément. 

Rappelons  encore  la  proposition  suivante  dont  nous  aurons  à  faire  usage  ('). 

Si  l'on  effectue  sur  une  multiplicité  d'élémenls  ums  zine  transformation  ponctuelle, 
on  ohlient  une  nouvelle  multiplicité  d'élémenls  unis. 

3.  Expression  symétrique  des  éléments  d'une  multiplicité  .M„_,  dont  on 
connaît  le  support.  Eléments  du  premier  et  du  second  ordre.  —  Nous  nous 
proposons  de  mettre  sous  une  forme  symétrique  les  éléments  des  divers  ordres  d'une 
multii>licité  dont  on  connaît  le  support.  Supposons  que  les  relations  données  soient  au 
nombre  de  deu.x  et  ramenées  ii  la  forme. 

(2)  /-(x.)  =  0,         z-  \(.T,)  =  0. 

Les  éléments  différentiels  du  premier  ordre  (;,  .r,,  p^),  formant  pai'  hypothèse  une 
multiplicité  unie,  sont  liés  par  la  relation 

P 
dz  —  ^  p,d:c,  =  0, 
1  =  1 

et  |)Our  tenir  compte  du  support  nous  devons  adjoindre 

i=l  j=l 

La  comparaison  des  valeurs  de  d z  nous  donne 


V 

1  =  1 


i:('-l)  "■''=«• 


f)  SopHi'9-LiE,  rA«ori>  der  Traitsformations-Gruppen,}  Abschnitt.p.  341.  Voir  aussi  J.  Beudok, 
Tht-se. 
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Par  suite,  si  nous  désignons  par  \  (x^)  une  fonction  arbitraire  des  variables  (x,),  oti 
devra  avoir,  quel  que  soit  dx„ 


£  =  1 


i  =  1 
ce  qui  entraîne 

Nous  désignerons  le  second  membre  par  la  notation  symbolique 
en  posant  d'une  façon  générale 

La  multiplicité  du  premier  ordre  aura  donc  ses  éléments  définis  par  les  relations 
*''-'  -  (^')'  /■(■'-.)  =  0,  .,_y^^)_0; 

p.  =  ;/.^);/,^,  X/,/;  0=1,2.  ...,«). 

Pour  les  éléments  du  second  ordre,  nous  devons  tenir   com|,te  simultanément  des 
quatre  équations 

f(x,)  =  0,  s  —  \{x)  =  0  ; 

»  n 

^-  —  2  P-  "^"'^  =  0.  dp,  -  2  P,A  dx,  =  0. 

Si  Ion  tient  compte  de  la  valeur  trouvée  précédemment  pourp,,  ces  quatre  relation* 
se  ramènent  aux  deux  autres 

^^j  L  ^xi,  \i>xi        '■«xj^ 

Introduisons  une  fonction  arbitraire  p,;.,-,)  ;  en    répétant  le  raisonnement  (pii   nous 
a  conduit  à  l'expression  de;?,,  on  aura  : 

ù    /iiX.       .     ,\/"\  .V 
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En  partant  de  /j^  on  aurait  obtenu  : 

^"  =  m  W.  -^  ''  à)  -^  ^^  ir  ('=='•  ^'  •••'  "^' 

en  désignant  par  jjt^  une  autre  fondion  arbitraire.  Egalons  les  deux  expressions  précé- 
dentes ;  il  vient,  après  simplilication, 

>>/■  ^X,  ,Y         t^f  M,  ,^/■ 

-{-  .U,    —   =   -i \  -h   II,,  -i-. 

Désignons  par  /..(.r,)  une  troisième  fonction  arbitraire  et  retranchons  des  deux 
membres  ^3  ^  -^  ;  en  groupant  convenablement  les  termes  en  —  et  —,  on  a  : 

((,  /c=  t,  2,  ...,rt). 

Je  dis  que  la  solution  la  plus  générale  s'obtiendra  en  égalant  chacune  des  paren- 
thèses à  zéro.  En  effet,  dans  les  équations  (.">)  supposons  les  dérivées  partielles  de  /;,r,) 
différentes  de  zéro  et  soit  k{Xi   la  valeur  commune  des  ra|)|)orts 

(1;  -i  X,   -i-  JJl,; ! /  ,    J- 

^7  —  y  . 

il  vient 

,.  =  ^^(X,-H^)^.(^=.1.2,...,«).      ■ 

Comme  X.^  est  arbitraire,  on  peut  toujours  remplacer  X^  -;-  /c  par  X^  ot  l'on  obtient 

ôX,        ,     ^^f 

ùX,       ,     Y' 

Si  toutes  les  dérivées  preiniéres  de  /( r^)  .s'annulent,  le  point  est  singulier  ;  les  équa- 
tions (.'■)}  seront  encore  identiquement  vérifiées  par  les  valeurs  indiquées,  inaisil  pourra 
correspondre  plusieurs  déments  à  ce  point  du  support  ot  nous  supposons  ce  cas  écarté. 

Si  nous  substituons  dans  73,,;  et  p,„  les  valeurs  trouvées  pour  .u,  et  [a.,  ou  a  les  deux 
formes  identiques 

<">  i'--  =  !'«  =  ,î;  P'!'  ('■••  ',  /+  ,^  p'!'  ('„  >',)^ 


=i'';''v^v-iï.'r(v>,)A 
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Pour  avoir  la  valeur  développée,  il  suffit  de  remplacer  le  symbole  p*J'  par  sa  valeur. 
Si  l'on  convient  de  généraliser  la  notation  adoptée,  on  aura  : 

(6)  l  ^  jVo_  _^  X  ^^  ^±^IL.  ^h  iiL^x  K  ^f 

'  {i,k=l,2,...,n) 

On  aura  tous  les  éléments  de  la  multiplicité  M^  _  j  en  ajoutant  aux  termes  du  second 
ordre  définis  par  (6)  les  éléments  de  la  multiplicité  mJ  _ 


4.  —  Eléments  du  troisième  ordre.  Généralisations.  —  Pour  les  éléments  du 
troisième  ordre  les  relations  dilTérentielles  à  adjoindre  à  (4)  sont  les  suivantes  : 


(IPu.  =   2   P.k/fa-j,  (i,  h,j  =1,2,  ...,  n). 
i=  1 

Tenons  compte  de  l'expression  des  pn,  sur  la  surface  /"(.r,)  =  0  et  dé.signons  par  [i  des 
fonctions  arbitraires  des  variables  (xi),  on  trouve 

PiUj=PHj  =   ~  p%  Q-o,  \,   /,)/•+  ,.,,  ^L 

Egalons  ces  expressions  deux  à  deux  et  supprimons  les  termes  communs  obtenus  en 
remplaçant  les  ex|)ressions  telles  que //j"^  (X„,  ).,,  ).,)/"  par  leurs  développements 


'■>/"         il  (1)     ,,  s      ,      ,  ^f  f>f  f>  '1)  fl/ 

.^i 6^j Ph  ('•' 'h>  1-^  i^"' Si;  =  b^j  sï; Pk  C'i '  ''2) r  +  i^Av  ^. • 
ôa7*ôj;;P{  On  ''^)  /"+  1^'" ùxy  —  flS;  èi;, p,  O'i.  ^a)  f  +  H/;  f;:^,,' 
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Aux  deux  membres  de  chaque  équation  ajoutons  respectivement  — —jja  (A^,  A.j)/ 
ei  i/  ^  p,  (Àj,  X^)/ où  X3  désigne  une  nouvelle  fonction  arbitraire,  et  groupons  les 
termes.  En  introduisant  la  notation  convenue  il  vient  : 

1;.  [... -.S'A.  >-..  y/]  =  ^  [,.  -  pS  (x„  >...  .,„]. 

Comme  précédemment  nous  obtiendrons  les  valeurs  les  plus  générales  |)our  les  l'oiic- 
tions  u  en  égalant  les  crochets  à  zéro.  En  elîet,  divisons  par  le  produit  --  —  — -  que 

■^  "  '  C<Xi  !^Xk  "'^•JC'j 

nous  pouvons  supposer  différent  de  zéro,  puisque  le  point  (.r,)  ne  saurait  être  singulier 
d'après  les  hvpothéses  faites,  et  soit  /;  une  fonction  qui  sera  égaie  à  la  valeur  com- 
mune des  rapports  que  no.is  obtiendrons.  On  aura 


ou  bien 


,<,  =  p^,:>,.x,.>,)/  +  ^|_|^ 


m  =  p 2  ('''-  ^'2'  ^'-^  -^  '')  ^' 


et  deux  autres  égalités  analogues 

Comme  Xj  est  arbitraire  on  peut  remplacer /., -H  A"  par),,  et  remplaçant  les  [/par 
leurs  valeurs  on  a  finalement 

Cette  formule  se  généralise  par  la  méthode  ordinaire;  en  la  supposant  vraie  pour 
l'ordre  h  —  1,  on  démontre  qu'elle  l'est  pour  l'ordre  /t.  Il  n'y  a  rien  à  changer  à  la 
marche  précédente. 
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On  obtiendra  ainsi 

'".'..,v^„,-.i'..'- 'JA- 

Les  expressions  oblenues  se  développeront  par  application  répétée  de  formules  ana- 
logues à  (9;.  Le  résullat  peut  s'exprimer  ainsi  : 

h=h 

(9)  p'\_ ...  ,^  {\,  > , w=  2;  A.'  -  '^  .^  v>.)/^ 

en  posant 

7,    l..    ...    ÎA    ^       " 

ni»)        /     ''  —  A 

;•    =  0  ■'  ,  J  Jj 

a  ,  a.    ...  a,;  p',  ..  P^j,  ;  •••  ",  P'i  ••  P'/,  est  une  permuliition  des  indices  «,,  i,,  ...  ii,. 
Les  indices  J  ,y.,,  ..../a-  sont  égaux  ou  supérieurs  à  un  et  l'on  a 

;',  -^j-i—  ■■■  —  j!.  =  Il  —  J- 


Le  deuxième  signe  ^  s'étend  à  toutes  les  permu  la  lions  qui  satisfont  à  ces  conditions, 
en  ayant  soin  de  ne  prendre  qu'une  fois  les  perniulalions  qui  ne  diffèrent  que  par 
l'ordre  des  groupes 

?',  3^  ...  r 

Pour  le  premier  lermc  /(  —  ^  =  0  et  la  règle  ne  s'ap[)lique  plus  ;  mais  l'on  a 
évidemment 

Ah)  ,■    ..  »'•>•» 


^f,  ii ...  i,.  ^  '""         t>Xi^  hXi^  ..  ôXj,^  ■ 


Le  dernier  terme  a  pour  expression 
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la  loi  (le  fortnaliun  est  évidenlc  el  son  r.'ili'  dans  loules  les  questions  relatives  aux  carac- 
térisliqu''S  est  des  plus  importants. 

Si  l'on  supposait  nulles  toutes  les  fonctions  "•.,  à  l'exception  de  À,,,  on  aurait 


(A) 


■^t,  ij  ...  u  ^ 

1  2  '' 


Ces  relations  interviennent  en  Physique  nialhématique  dans  les  questions  de  propa- 
gation d'onde  comme  nous  le  verrons  dans  le  dernier  chapitre  de  ce  travail. 

r>es  formules  que  nous  venons  d'étahlir  pour  un  support  défini  par  deux  relations, 
s'étendent  en  suivant  une  marche  analogue,  lorsque  le  nombre  des  équations  est 
quelconque.  On  obtient  des  résullats  élégants  et  en  faisant  choix  de  notations  symbo- 
liques analogues  à  celles  que  nous  venons  d'employer  ;  mais  nous  n'aurons  pas  à  les 
utiliser. 


II.  —  Les  Caractéristiques  des  Equations  du  second  Ortire 

5.  Les  caractéristiques  des  équations  aux  dérivées  partielles  linéaires  du 
second  ordre.  —  Soit  F(j  une  équalion  aux  dérivées  parlielU-s  du  second  ordre 
linéaire  et  à  n  variables  indépendantes 

(  •  i  )  22  ^'*  P'"  ■+-  2  ^'  î''  -^  ^"^  -^  '^ 

A.^.  =  A,,,  (/,  A- =  1,2,  ...«) 

où  les  coelficients  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions  des  seules  variées  (.r,   que  nous  suppo- 
serons régulières  dans  le  domaine  de  la  surface 

(12  /•x-,)  =  0. 

Soient 

(1.3)  -=>.„M 

la  succession  des  valeurs  prises  par  une  intégrale  sur  /"(.',",)  =  0  et 

(14  pf  Q.„  ),,)  /•=  ;;^  +>,,  ^  ,/  =  I,  2,  ...,  n) 

les  valeurs  sur  celte  surface,  de  ses  dérivées  premières  exprimées  à  l'aide  de  /.„,  de  /et 
d'une  troisième  fonction  donnée  ).,  (.v,). 

3 
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Les  équations  (12),  (13)  et  (14j  jointes  à  l'équation  11)  et  à  ses  dérivées  successives 
permettent  d'obtenir  des  multiplicités  M'„_j  de  tnus  les  ordres,  définies  en  général 
d'une  fai;on  univoque  sur  le  support 

/(a-,)  =  0,         s  —  \,x,i=0. 

Supposons  que  les  éléments  de  divers  ordres  soient  exprimés  à  l'aide  des  formules  (91. 
Les  ),  devront  satisfaire,  sur  le  support  donné,  à  l'équation  (H)  et  à  ses  dérivées  ;  cher- 
chons les  conditions  pour  que  le  calcul  de  ces  fonctions  soit  indéterminé  ;  nous  serons 
ainsi  conduits  à  définir  des  multiplicités  singulières  auxquelles  nous  donnerons  le  nom 
de  multiplicités  caractéristiques  de  l'équation  considérée. 

Considérons  d'abord  les  éléments  du  second  ordre  donnés  par  les  formules  (6)  et  j^3). 
Substituons  dans  (11)  et  groupons  les  termes,  on  aura  : 

n 

(15)        >,*  ;/)  +  2  2  ^.  7#V  +  ^''  ^^^  '^^  -  ^^-  ^^^^  '■'•«)  =  ^■ 

où  l'on  a  posé 

(16)  *(/^=:s2a.2;^  (a.=^a.). 

C'est  une  équation  linéaire  en  >,.  Pour  qu'il   y  ait  indétermination  on  devra  avoir 
simultanément 

[  l'(/=0, 

(*')  -  2  ê-  7?n  +  ^.  IF  /)  -  Cf-  D]  +  F  (),)  =  0. 


(     "^^<S 


Ce  sont  deux  équations  aux  dérivées  paitielles  auxquelles  X,  et  /"devront  satisfaire. 

Passons  aux  éléments  du  troisième  ordre.  Nous  dériverons  ^1  i)  par  rapport  à  .'-j,  par 
exemple,  et  nous  remplacerons  les  dérivées  partielles  de  z  par  leur  expression  en  X.  Si 
l'on  remarque  que  l'on  a  sur  la  surface  f(fCi)  =  0 

P%  i\-  K  K,  h)  r=  ^  P^  ix„,  x„  L^f-^  ^C  ,i^  (),.,  ,^,  X3)  r, 

pJ(>o'^.'^^)A=4^,\vM/-H-^,f  (X.,X,)/. 
/^'r/,,),)A=!^4-^x. 

le  résultat  pourra  s'écrire  : 

^'F  (X„.  X„  X,)        if 

TT;: 1-  .T-T  Lr  '^1.  '-2,  X3)  —  D|  =  0 
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où  l'on  désigne  par  F  (>,„).„  +  ,.>•'.  + 2) /" ce  qne  devient  le  premier  nnembre  de  (llj 
(jiiand  on  exprime  les  dérivées  qui  y  ligurent  respeelivemenl  à  l'aide  >„,  >.,,+  ,,  h  +  î- 
Développons  F (Xi,  ).,,  XjUn  remarquant  qu'il  suffit  pour  cela  d'augmenter  dans  (13) 

les  indices  des  ).  d'une  unité,  on  aura,  après  division  par  — 


lv)..,     >)* 


08)  >3^"(/^-2   Eg-rS^-^aFC/O-CZ-D] 

.-=1     'WJ 


K(>„,_D-^-,JL.^^lli^-^^>  =  -0. 


Pour  qu'il  y  ait  indétermination  dans  le  calcul  de  >,,  et  par  suite  pour  les  éléments 
du  troisième  ordre,  la  fonction  À,  devra  satisfaire  à  la  condition  suivante  qui  s'ajoute 
ainsi  aux  équations  (17) 


t  =  l  \&xj 


1      .>F(>o.  >.■>.)_ 


m 


6.  Généralisation.  -  La  loi  de  formation  des  équations  de  •ondilion  est  évidente. 
Pour  les  éléments  du  quatrième  ordre,  on  dérive  deux  fois  l'équation  11  ,  par  rapport 
à  .7-  et  :r,  par  exemple  et  Ton  remplace  les  dérivées  telles  que  jj.kji  à  l'aide  de  leurs 
expressions  par  les  fonctions  {\,  \,  >■,.  K  K).  En  mettant  en  évidence  la  variable  :c„ 
comme  nous  l'avons  fait  précédemment  pour  la  variable  a-,,  on  voit  que  le  résultat 
peut  s'écrire 

aF,  ()■„  /...  /-a.  K)       !£  .  rp  ()     ),,,  ).3,  \)  -  D-  =  0 

où  l'on  représente  par  F,   >,,  l,,  >,.  >>,i  le  résultat  obli  nu  en  lemplaganl  dans 
rfF        .>F        V  •''F  ^  J^ 

les    dérivées  de  ;:  par  leurs  expressions  à  l'aide  /,,  /.„  l,,  >,.  Le  développement  du 
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crochet  se  déduit  de  (18)  en  augmentant  les  indices  des  ).  d'une  unité  ;  si  l'on  divise 
par  — — '—  on  aura 


),,*  if)  H- 


(19) 


■^       ll).3         O* 


>3lF(/')-C/--D] 


On  en  déduit  la  nouvelle  condition. 

D'une  fai;on  générale,  pour  l'indélermination  des  élémjnts  du  {p  -+-  1)^  ordre,  il 
faudra  ajouter  aux  conditions  déjà  obtenues,  la  relation 


(20) 


.,    V    ^^^^ 


=  1  \o.r,/ 


>.  LF(/-)-C/-- D] +  '!■,  =  0, 


^,  =  F(v.)-D  +  |.^^(^--^;N-'^"U 

_j__  aFj,  (X„_ 3,  X,  ■„).,_,.  X„) 
^  1  ■'F,.  ■..,„-,  (X„.X.....X,.) . 


J>Xi,       ox,,,. 


Wj,  ne  dépend  point  des  dérivées   i)artielles   de   X^,,    le  coefficient   de   cette  dernière 
fonction  est 


1        d* 


-H  •••  +  ^r 


En  résumé  le  calcul  des  élémenls  successifs  sera  indéterminé  si  les  conditions  sui- 
vantes sont  remplies  : 

lo  ^(a?,)  est  une  intégrale  de  réf|ualion  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
homogène  et  du  second  degré 

•'■  (/)  =  0  ; 


elle  ne  présente  pas  de  points  singuliers  dans  le  domaine  considéré. 
2°  X„  est  une  fonction  arbitraire. 
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3°  Les  fonctions  \  satisfont  sur  la  surface  ^(^,1  =  0  aux  t-qualions  aux  dérivées 
partielles  ;  linéaires  par  rapport  à  la  fonction  et  à  ses  dérivées 

n 

0   V    'h;  -J±^  +  ).„  [Fin  -  Cf-  D]  +  1-,  =  0 

i  =  1       \.w  / 

où  »r  a  la  même  significalion  que  précédemment. 

7   La  surface  à  point  singulier.  -  Nous  donnerons  le  nom  de  s>o-fa<es  rara. 
lérhtiques  aux  surfaces  do  l'espace  à  «  dimensions  E,.(.r„  .-„  ....  x„)  qu.  satisfont  a 
l'équation 

(16)  ^^n-^y.^'4Âr''  ^"'^^^^'^ 

[i,   k=\    .   2,    ...,   71), 

et   nous  appellerons  foncUon  varaclérislique  l'expression  *(/).  Los  coefficients  A  sont 
des  fondions  des  seules  variables  (.r.)  ;  on  pourra  donc  discuter  cette  équation  et  1  in- 
tégrer indépendamment  des  solutions  de  l'équation  du  second  ordre. 
Considérons  un  point  particulier  de  coordonnées(.r.)et  posons -|^_=X..  L'équation  (lli) 

où  l'on  considère  les  X  comme  des  cordonnées  courantes 


(21) 


V2a..X..X,  =  (I...  (N) 


représente  un  cône  du  second  degré  (N),  lieu  des  normales  aux  surfaces  caracléristiques 
passant  par  le  point  .r,).  Nous  désignerons  sous  le  nom  de  c6ne  caraclcrislique  le  sup- 
plémentaire de  (N). 

(22)  V  V  „,,,,x,X„==0...(C). 

C'est  aussi  l'enveloppe  des  plans  tangenlsaux  surfaces  caracléristiques  passant  par  (.■). 

Toutes  les  surfaces  intégrales  de  (Ifl),  à  l'excepllon  de  l'intégrale  singulière  si  elle 
existe,  pourrront  s'obtenir  en  parlant  d'une  certaine  surface  à  point  conuiue  api.eleo 
^d.T}\.ïiSirho\ix{^)sitrfwe  ùpoint  shujitlier. 

Celle  surface  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  caracléristiques  de  Cauchy  de 
l'équation  (Kl)  passant  par  un  point  parliculier.  Nous  donnerons  à  ces  lignes  le  nom 
de  hicai-acléris tiques,  en  adoptant  une  dénomination  de  M.  Iladamard  (-'). 

(•)  Mémoire  sur  les   solutions  singulières  des   c'rjuattonc  aux  dérivées  partielles    du  premier 

"' Vo'i'r''aussi  M.  Golbsat.  Uçons  sur  rmlégralion  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 

rnier  ordre,  cliap.  IX.  ,  ,  »     »•  ,    »    yyiy 

(»    .s.,,-  la  propagation  des    ondes   [Bulletin  de    la  Société  mathemalujue  de  !■  rance,  l.  .\M.N, 

p.  5S,  l'.H)l  . 


Formons  les  équations  de  la  surface  à  point  singulier  de  sommet  (xV.  Les  bi.arar- 
teristiques  ont  pour  équations 


(23 


</£,_  —  dXi 


ô* 


dt. 


(/=  1,2,  ...,n). 


àx, 


On  doit  intégrer  avec  des  conditions  initiales  satisfaisant  à  la  relation 

en  désignant  par  A»,,  ce  que  devient  la  fonction  A,,(.r.)  quand  on  remplace  x,  par  x\. 

En  nous  plaçant  exclusivement  au  point  de  vue  de  variables  réelles,  deux  cas  s'ont 
à  considérer. 

1°  La  lorme  quadratique 

est  définie  positive.  Dans  ce  cas  les  données  initiales  ne  seront  point  l,,utes  réelles  et  la 
surface  à  point  singulier  sera  imaginaire. 

2"  La  forme  quadratique  *„  n'est  point  définie  positive.  On  pourra  faire  choix  d'un 
ensemble  de  données  initiales  réelles  ;  les  bicaracléristiques  et,  par  suite,  la  surface  à 
point  singulier  le  seront  aussi. 

Supposons  les  coefficients  A  holomorphes  dans  le  domaine  du  point  considéré  et 
développons  en  série  les  fonctions  :r.(t,,  X,(t)  qui  satisfont  aux  équations  (23)  et  se 
réduisent  pour  ^  =  0  à  {x".,  X"). 

Si  l'on  lient  compte  de  ce  que  la  fonction  *  est  homogène  et  du  deuxième  degré  par 
rapport  aux  X,  il  est  aisé  de  voir  que  le  développement  de  a-,  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(24) 


r,  —  x\=^    V    ç,(X\<,  X",/, 
{i=  1,2 n), 


x»„n 


o,,  désigne  un  polynùme  homogène  de  degré /;  en  (X°,/  .  La  surface  à  point  singulier 
peut  être  considérée  comme  définie  par  les  équations  (24)  et  Téqualion  de  condition 


2]1]a»,,x»,x»,  =  0. 


Si   l'on   forme  le  déterminant  fonctionnel  des  ..•.  p.ir  rapport  aux  variables  X\l,  on 
trouve  qu'il  a  pour  valeur 

A' 


2" 


a"a" 

11       12 


a"a' 


A    A" 

"I      »2 
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c'esl-à-dire,  à  un  coefficienl  près,  le  discriminant  de  la  forme  quadratique  +j.  Si  ce  dis- 
criminant n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  si  la  forme  quadratique  ne  se  réduit  pas  à   moins 
de  H  carrés,  on  pourra  effectuer  l'inversion  des  équations  (24). 
Soit 

XV  =  /;(a-,  —  x\.  .r,  —  A-%,  ...,  .>■„  _  x\) 

(t=  1,2,  ...,«); 

la  surface  à  point  singulier  de  sommet  ('":)  aura  pour  équation 
(25)  2L  ^  ■'^'.i-A/u  =  0. 

Ce  résultat  suggère  le  changement  de  variables 

^';  =  /■;('■.  -*".).        0"=  1,2,  ....«) 
et  la  nouvelle  éijualion  sera 
(25)  ^^\'i,a/ix't  =  0. 

Elle  représente  le  ciine  des  normales  (X)  de  sommet  {x",)  et  l'on  est  conduit  ,iu 
Ihéorème  suivant  : 

THÉORÉMe.  —  Élajil  donnée  l'équation  aux  dérivées  partielles  '!>(/■)  =  0  qui  définit 
les  surfaces  caractéristiqiies  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
si  la  force  quadratique  relative  au  point  (.''i"). 

est  à  discriminant  non  nul,  on  peut  trouver  une  transformation  ponctuelle  telle  que 
la  surface  à  point  singulier  de  soinmet  {.c",)  ait  précisément  pour  équation 


(26) 


V  V 


AV.a;,:/\.  =  0. 


En  eirettuant  la  réduction  du  cône  à  ses  axes  principaux  nous  ramènerons  cette  sur- 
face à  une  forme  plus  simple.  Supposons  que  l'équation  en  (S)  relative  à  cette  quadrique 


(27) 


A.:, -S,  A,, 
\\  A,3- 


A,., 


A„,ï 


A,,„ 

A2,„ 

.  A„,„-S 


admettre  p  racines  positives  et  q  négatis-es,  p  -i-  </  =  ?!.  La  subslitiilion  orthogonale 
qui  rapporte  le  cône  à  ses  axes  principaux  ramènera  l'équation  (26)  à  la  forme 


V    S^xV-   2   T^jY/  =  0; 


x',,  y'j  désignent  les  nouvelles  variables  et  S^,  —  l'-j  les  racines  posilis'ps  et   négatives 
de  l'équation  en  S.  H  nous  suffira  d'effectuer  le  nouveau  changement  de  variables 

x'i  =  S,x,  {i  =  1,  2,  ■■.,  p) 
y'j='^j!/jU=  1,  2,  ...,  9). 

pour  que  l'équation  de  la  surface  au  point  considéré  soit  ramenée  ;i  la  forme 

P  1 

î  =  1  i  =  i 

Cette  forme  rt^duite  simple,  conduit,  par  analogie  avec  ce  qui  se  passe  dans  les  équa- 
tions à  coefficients  constants,  à  distinguer  dans  l'espace  diverses  régions  telles  que  pour 
tout  point  d'une  région  ainsi  déterminée,  la  forme  réduite  de  la  surface  à  point  singu- 
lier soit  la  même.  Dans  chaque  cas,  la  nature  de  la  surface  est  caractérisée  par  les 
nombres/)  et  q  qui  peuvent  être  déterminés  par  la  simple  considération  d;  l'équation 
en  S. 

Appliqué  au  cas  de  deux  variables,  ce  mode  de  classification  conduit  à  la  distinction 
des  équations  en  deux  Ij'pes  bien  connus  :  le  type  elliptique,  pour  lequel  on  a  la  forme 
réduite  .r'''  -^  if ,  et  le  type  hyperbolique,  pour  lequel  on  a,  au  contraire,  la  forme  x-  —  ij^. 

8.  Définition  des  multiplicités  singulières.  —  Revenons  à  la  surface  à  point 
singulier  définie  par  les  équations  (24)  et  la  relation 

2ll  ^  AVXiX/..  =  0. 

Nous  en  déduirons  toutes  les  surfaces  caractéristiques  non  singulières  en  assujettissant 
le  point  x")  à  décrire  une  variété  à  (1,  2,  ."},  ...,  n  —  2;  dimensions  et  en  prenant  les 
enveloppes  correspondantes.  Il  y  a  donc  n  —  2  types  de  surfaces  caractéristiques. 

Supposons  que  l'on  ait  fait  choix  d'une  de  ces  surfaces  /(r,)  =  0,  ne  possédant  dans 
le  domaine  considéré  aucun  point  singulier.  Sur  une  telle  surface  les  fonctions),  devront 
satisfaire  aux  équations  (20).  On  reconnaît  immédiatement  que  les  caractéristiques  de 
Cauchy  de  ces  éijuations  sont  précisément  les  bicaractéristiques  qui  engendrent  /(a:,). 

D'après  ce  que  l'on  sait  sur  la  détermination  des  intégrales  d'une  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles,  on  obtiendra  la  fonction  >.,,  aux  différents  points  de  j  [xi,  par 
intégration  le  long  des  bicaractéristiques.   L'intégrale  sera  complètement  déterminée  si 


l'on  connaît  )„,  À, ).,,_,  en  tous  les  points  de  /"('V  =  0,    et  si   l'on  se  donne   en 

outre  les  valeurs  de  l^,  en  tous  les  points  d"une  variété  à  «  —  2  dimensions  tracée  sur 
/  ('"i)  ^l  qui  ne  soit  point  tangente  aux  bicaractéristiques. 

En  particulier  si  l'on  se  donne  les  valeurs  de  l'intégrale  ;  sur  deux  surlaces  qui  se 
coupent,  dont  l'une  soit/'(j-,)  =  0  et  dont  l'autre  ne  soit  pas  tangente  aux  bicaractéris- 
tiques qui  engendrent  la  première,  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  pourra  calculer  les 
valeurs  prises  par  les  fondions  ).,,  )._,,  ...,  À^  aux  divers  points  de  la  variété  à  [H  —  2) 
dimensions  suivant  laquelle  ces  doux  surfaces  se  coupent.  Désignons  en  effet  par 
s  =  ),„  (x,)  les  valeurs  prises  par  l'intégrale  sur  la  surface  caractéristique  f  (ajj)  =  0. 
On  a 


(3)  P^  =  ^ 


Soit  :r  =  [Ji„  Xi)  les  valeurs  de  l'intégrale  sur  la  deuxième  surface  <;(x,)  =  0  qui  n'es) 
pas  forcément  une  surface  caractéristique,  et  représentons  jiar  (ox,)  les  composantes 
d"un  déplacement  sur  cette  surface  suivant  la  direction  l  tracée  à  partir  d'un  point  de 
la  variété  intersection.  On  aura 

ou  bien  encore 

S.>  _  V  '>Lo  '^  il 

en  représentant  par  (    V  )  'es  cosinus  directeurs  de  la  dirottion  /.  Mais  si   nous   tenons 
compte  des  formules  (3)  on  a  aussi 

n  n 

1=1  i  = 1 

ou  bien  en  introduisant  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  l 


En  égalant  ces  deux  valeurs  de  ?;,  on  a 


1 
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L'équalion 


exprime  que  les  deux  surfaces  /  (xi)  =  0  et  ff{Xi)  =  0  sont  tangentes.  S'il  n'en  est  pas 
ainsi,  on  pourra  délermiiier  X,. 

Le  calcul  est  le  même  pour  les  fonctions  X^,  ...X^,.  Parsuite  toutes  ces  fonctions  seront 
comj)Iètement  déterminées  sur  la  surface  caractéristique  par  intégration  le  long  des 
bicaractéristiques. 

11  resterait  à  établir  qu'étant  donnée  une  multiplicité  singulière  M^  _.i  ''  Y  ^  b'^" 
une  infinité  de  multiplicités  intégrales  qui  la  contiennent.  La  démonstration  de  celte 
proposition  a  été  faite  par  J.  Beudon  (')  en  suivant  la  méthode  indiquée  par  M.  Goursat  (-) 
pour  le  cas  de  deux  variables. 


III.  —  Les  éciiiatloiiK  SI  coerfîeionis  constants 

9.  Les  équations  à  coefficients  constants.  —  Appliquons  les  considérations  qui 
précèdent  aux  équations  à  coefficients  constants  linéaires  et  du  second  ordre 

an:  =  aici,         li,  li  =  I,  2,  ...,  m). 
Nous  devons  considérer  la  forme  quadratique 

^    ^   a,k-riX/c  =  '\'{.ri] 

et  former  l'écjualian  en  S  correspondante.  Soient  S-,,  S-,^,  ...,  S',,;  —  T'-,,  ...  —  T-'j  les 
racines  positives  et  négatives  et  supposons  qu'il  y  ail  k  racines  nulles.  On  pourra  trou- 
ver une  subslilution  orthogonale  qui  ramène  *  à  la  forme 

P  ? 

(')  Sur  les  caraclérhtiqxtcs  des  équations  aux  dérivées parlielle^.  {Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique de  France,  l.  XXV,  p.  115. 

Voir  aussi  M.  J.  Le  Roux,  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  {Journal  dr 
Mathémathiques,  t.  IV,  5»  série,  p.  396;  1S98). 

(2)  Leçons  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  t.  I,  p.  188  et  t.  Il,  p.  :î03. 


Effectuons  la  même  substitution  sur  F(V),  nous  obtiendrons  : 

F(V)=  V  s%^:-  V  r.'^^--^  V  .,^_  V  t;^+  V  «'.5^  +  cv=.i 

'^    '         ..^  OJ-',         _^        J  oyV         ^^       .\r,         ^     J  f'i/j         ^^        C3ft 

1  =  1  y  = 1  £  = 1  >  =  1  A  = 1 

où  Zk  désigne  une  variable  qui  cesse  de  figurer  dans  les  dérivations  secondes. 
Nous  ferons  disnarattre  les  termes  en  —  el  - —  en  posant 

1  P 

V  =  e''L',         M=    y    t. y.-    V    SiX,. 

i=l  t  =  l 

Si  nous  effectuons  en  outre  dans  le  résultat  le  nouveau  changement  de  variables 

a7,  =  S,.»7'„  ((•=  1,2,  ...,p); 
y.—  T.y'^.  (7=1.2.  ...,  g); 
z',  =C,.^,„        (A  =  l,2,  ...,R); 


il  vient  finalement 


t  =  l  j=zl  h  =  i 


Introduisons  la  notation  commode 

P 


V,  M'  -  y  '"^     y  ^ 


.  =  1  j=S. 

le  résultat  pourra  s'écrire  : 

k 

A=  1 


(28)  A''''U-t-    21   |^-^KU  =  0. 


Toutes  ces  équations  ont  même  fonction  caractéristique 


*<«=i(l)"-i:(â'- 

1  =  1  >•=  I 


—  28  — 
Les  bicaraclérisliques  auront  pour  L'f|nations  dilîérenlielles 


0    "~ 


X,   -  -  y.  -    0 
donl  les  intégrales  sont  données  par 


Xi  =  X»,, 

Xi  =  x\  +  XM,        {i  =  \ 

2 

-.p); 

'h-^r 

P                     2 

2 

■•î); 

p 

? 

=r   1 

—  .r", 

-  V'? 

)  =  0, 

On  peut  dire  qu'elles  représentent  dans  l'espace  k  p  -\-  q  dimensions  des  droites  pa- 
rallèles aux  Lçénératriees  du  cône 


(C) 


Celte  dernière  surface  représente  donc  la  surface  à  point  singulier  de  sommet  (  '",,  y'  ). 
Nous  écrirons  dans  la  suite  son  équation  sous  la  forme  abrégée 

(C)  »'■-  —  /-  =  0, 

P  H 

i  =  1  y  =  1 

On  oblionl  toutes  les  surfaces  caractéristiques  en  prenant  les  enveloppes  de  ce  cône 
lorsque  la  somme  /.t",,  ]f  \  est  assujetti  à  déciire  dans  l'espace  E,, .,  ,(.r,,  y>^  une  multi- 
|)licité  ponctuelle  à  moins  de  p  -h  g"  —  1  dimensions.  Nous  supposerons  pour  cela  que 
les  coordonnées  (.<■"„  y°  )  sont  fonctions  de  7i  paramètre  (?;,,  it,,  ...,  U/,'.  Les  enveloppes 
seront  déliiiies  pai- les  équations  suivantes  qni  se  prêtent  à  une  interprétation  géomé- 
trique évidente 


(C)  V    ,,ri-^,"/-    V    (^  _  ,,,,^.  ==  0. 


10.  Connexité  des  régions  déterminées  par  le  cône  caractéristique.  —  Sup- 
posons le  soniiiii'l  du  cône  ((")  Iransiioité  ;i  l'origine  et  examinons  d'abord  le  cas  parti- 
culier ou  p  ^  q  ^  4. 

La  surface  a  point  singulici-  pourra  ulïeclcr  l'une  des  trois  formes  : 

X-,  -V-  â;%  —  (/-,  —  ij-,  =  0, 
./•-,  -h  x%  -+-  i--3  —  y\  =  0, 
.'•=,  -H  x\  -i-  x\  -f-  A-%  =  0. 

La  dernière  surface  est  imaginaire,  il  ne  reste  (jue  deux  cas  à  examiner  : 
1»  X-    -i-  ,'-.■-,  —  '/-,  —  y'-i  =  0.  Nous  allons  démontrer  que  celle  surface  divise  l'es- 
jiace  en  deux  régions  linéairement  connexes,   l'esl-à-dire  telles  qu'étant  donnés  deux 
points  dans  une  même  région,  on  peut  toujours  trouver  un  chemin  permeltiuil  de  passer 
de  l'un  à  l'autre  sans  franchir  la  surface. 
Considérons  |)ar  exemple  la  région 

.'■-,  H-  of',  —  //-,  —  ,v%  >  0 
(jui  contient  tous  les  points  situés  sur  la  variété 


Appelons  rayon  toute  droite  de  l'iiyperespace  passant  par  l'origine,  et  variété  cylin- 
drique toute  relation  entre  moins  de  quatre  coordonnées  d'un  point.  Nous  allons  exa- 
miner d'abord  des  couples  de  points  particuliers. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  de  la  forme  ('•,,  x^, 
0,  0),  (.r'i,  v',,  0,  0),  on  pourra  passer  de  l'un  ii  l'autre  en  se  déplaçant  sur  la  variété 
cylindrique 


puis  sur  un  rayon.  Le  résultat  est  d'ailleurs  évident  si  l'on  remarque  que  l'on  est   la- 
inené  à  un  espace  plan  à  deux  dimensions  sans  aucune  coupure. 

Prenons  maintenant  deux  points  situés  dans  la  même  région  et  dont  les  coordonnées 
soient  (x  ,  ce  ,  0,  D)  et  {-c,,  x'.„  y\,  0).  On  peut  profiler  de  l'indétermination  relative 
aux  axes  o.r,  et  ox.,  pour  avoir  .'•■,  ^-  0  et  le  second  |ioinl  aura  pour  coordonnées  [x\,  0; 
(/',,  tl)  avec  la  condition 

On  jiourra  d'abord  se  déplacer  sur  la  variété 

.-•'-,  +  //-,  =  r.^ 
en  faisant  d<-.  roitre  ij\  à  zéro.  On  arrivera  ainsi  sur  le  cylindre 

x^i  -{.  x\  =  f? 
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et  il  suffira  de  se  déplacer  sur  celle  variété  ou  sur  des  rayons  pour  atteindre  en  restant 
dans  la  région  tout  point  de  coordonnées  {j\,  x.,  ;  0,  0  . 

Géométriquement,  si  l'on  remarque  qu'en  faisant  y'.^  ^  0  on  est  ramené  à  un  espace 
à  trois  dimensions,  le  résultat  est  intuitif. 

Considérons  encore  le  couple  de  points  (,r,,  x^  ;  0,  0)  et  {x\,  cc'.^  :  ij\,  y\).  On  profi- 
tera de  l'indétermination  relative  aux  axes  des  ;/  pour  faire,  par  exemple,  y' .^  =  0,  et 
l'on  sera  ramené  au  cas  précédent 

Enfin  si  l'on  a  deux  couples  de  points  absolument  quelconques  situés  dans  la  même 
région,  on  pourra  toujours  aller  de  chacun  d'eux,  sans  sortir  de  cette  région,  à  un 
point  quelconque  de  coordonnée  .r,,  a?,,  0.  0)  et  la  proposition  est  établie. 

Ces  raisonnements  sont  applicables  évidemment  à  la  deuxième  région  et  par  consé- 
quent l'on  a  bien  deux  régions  linéairement  connexes  et  deux  seulement. 

-°  •^^i  -I-  x^i  -+•  ar-3  —  y'^^  =  0.  Tous  les  raisonnements  sont  encore  applicables  à  la 
région 

a'%  -+-  x-„  H-  x^.,  —  y-,  <  0 

qui  se  trouve  être  linéairement  connexe.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  de  la  deuxième 
qui  se  dédouble.  Considérons,  en  efîet,  l'inégalité 

x\  -+-  x\  +  .«%  -  y\  >  0. 

Si  elle  est  satisfaite  pour  un  point  de  coordonnées  (x,,  x^,  x^;  y,),  elle  sera  aussi 
satisfaite  pour  le  point  de  coordonnées  (x,,  x.^,x^;  — y,),  et  l'on  ne  pourra  passer 
d'un  point  à  l'autre  sans  franchir  la  surface 

x\  +  x\  -f-  x\  —  y\  =  0. 

Il  y  a  donc  ici  trois  régions  à  considérer. 

L  étude  que  l'on  vient  de  faire  du  cas  de  quatre  variables  s'étend  sans  difficultés  au 
cas  général. 
Soit  le  cône 

r'-r-  =  0,         »•'-  =    V   Çc,  -  x^y,         f'  =    V    (,,j  _  yOj) 


p 

f'  =  2;  (.'/v 

;=  1 

y==i 

si  les  nombres  p  et  fj  sont  supérieurs  à  un,  l'on  aura  deux  régions  ;  si  l'un  des  nombres 
est  égal  à  un,  l'on  aura  trois  régions.  Chacune  des  régions  obtenues  sera  caractérisée 
par  la  valeur  des  nombres  p  ou  q  correspondants. 

Remarque.  —  Nous  avons  vu,  dans  le  numéro  précédent,  qu'à  toute  variété  à  moins 
de/)  -\-  q  —  1  dimensions,  on  pouvait  faire  correspondre  des  nappes  caracléristi(]ues, 
enveloppes  du  cône  caractéristique  lorsque  le  sommet  est  assujetti  .1  décrire  la  variété. 
En  supposant  ces  surfaces  réelles,  on  peut  se  demander  quel  est  le  nombre  de  régions 
linéairement  connexes  qu'elles  déterminent  dans  l'espace.  On  trouve  qu'il  y  a  dans 
tous  les  cas,  deux,  trois  ou  quatre  régions  différentes.  En  particulier  il  y  aura  quatre 
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régions  si  la  variélé  est  à  jj  +  ^  —  2  dimensions.  Mais  nous  n'insislerons  poinl  sur  la 
dénionslralion  do  ces  propositions  dont  nous  n'aurons  pas  à  faire  usage. 

1.  Classification  des  équations  à  coefficients  constants.  —  LVlude  que  nous 
venons  de  faire  des  surfaces  caractéristiques  nous  conduit  à  ranger  les  équations  du 
second  ordre  à  coefficients  constants,  en  deu.\  catégories. 

1°  Les  équations  à  caractéristiques  imaginaires  qui  se  ramènent  à  la  forme  canonique 


P 


V„V 


Elles  ont  l'ail  l'objet  de  nombreux  travaux,  surtout  dans  ce  dernier  temps.  .Mais  on  a 
généralement  admis  l'absence  des  termes  en  — . 

2'  Les  équations  à  caractéristiques  réelles  dont  la  forme  canonique  sera  la  suivante  : 


A^'.  •/  V  -H    y   '^-  -^  KV  =  0,        A^'-  ''  V  ^    V   ""^y  _   V   e!^! . 


Malgré  les  imiiortantes  recherches  (')  de  Poisson  et  surtout  de  Cauchy,  dans  la  pre- 
mière partie  du  dernier  siècle,  et  les  travau.K  plus  récents  de  M.  Volterra  et  de 
}\.  Tedone,  les  propriétés  de  leurs  intégrales  nous  sont  bien  moins  connues. 

Comme  nous  l'avons  vu  dans  la  discussion  des  régions,  le  cas  où  l'un  des  nombres 
/)  ou  q  est  égal  à  un  doit  être  mis  à  part.  C'est  en  réalité  le  .seul  cas  qui  ait  été  étudié 
avec  soin.  Son  importance  bien  connue  en  l'hysi(|ue  .Mathématique  justifie  le  point  de 
vue  spécial  auquel  se  sont  placés  les  auteurs.  Nous  y  reviendrons  d'ailleurs  dans  le 
dernier  chapitre  de  ce  travail. 

Le  cas  général  ne  parait  pas  avoir  été  considéré  au  ])oint  de  vue  de  la  symétrie  qu'il 
présente  par  rapprt  aux  nomlires  p  et  (/.  Nous  nous  proposons  d'apporter  une  contri- 
bution à  celle  étude.  .Mais  auparavant  nous  appliiiuerons  la  théorie  des  caractéristiques 
à  l'extension  de  la  méthode  de  Riemann- Vol  terra  pour  le  cas  de  trois  variables. 


I\  .  —  l.«'s  l'oi'iniih's  l'()ii(liiiii4'iilal<'H 

12.  Formule  fondamentale.  —  Afin  de  nous  aider  de  la  représentation  géomé- 
iriquc  et  pour  siiiiplifier  l'exposilion,  nous  ne  ferons  intervenir  dans  ce  qui  suit  que 
des  fonctions  de  trois  variables.  Nous  verrons  d'ailleurs  que  les  raisonnements  s'appli- 
quent sans  modification  à  l'hyperespace. 

fi)  Voir  Y Jnlioduci ion. 
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Soit  D  un  domaine  à  trois  dimensions  liinilé  par  une  frontière  F.  Désignons  par  d- 
l'élément  de  volume  et  par  dz  celui  de  frontière.  Xous  supposerons  qu'en  chaque  point 
de  la  frontière  on  fasse  choix  de  la  direction  de  la  normale  qui  va  vers  l'intérieur  du 

domaine  et  nous  représenterons  ses  cosinus  directeurs  par  — ,  -",  —  . 
'  '       ii?i    lin    i>n 

Considérons  la  fonction  U  qui  admet  à  l'intérieur  de  D  et  sur  la  frontière  des  dérivées 
premières  et  secondes  intégrables  et  qui  satisfait  dans  ce  domaine  à  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  linéaires 


F    U 


o'^U 


(2U) 


L„    '^'U 


2B^-H2B'i:^I+2B'-^!U 


■2C' 


2C' 


DU  =  0. 


où  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions  de  x,  ij  et  ;  intégrables  ainsi  que  leurs  dérivées  pre- 
mières et  secondes.  Soit  encore  V  une  fonction  iiitégrable  ainsi  que  ses  dérivées 
premières  et  secondes  dans  le  domaine  D  et  sur  la  frontière  F.  On  aura  en  intégrant 
par  partie,  les  identités  suivantes 


^^.Uo.^_yHA\'   .^-l^^^o 


i\r      <^n\ 


c/d  «y  F 

2    Abv  ^  -  U  t}^  d-.  4-  Trev  '^  ^^  -  u  ^(«A)  'Hl  a, 

J  ■û  J 1 

_^  rrBv'::u-_u'ii'^^::'-qc/.  =  o. 

Multi|jlions  l'équation  (2i)    par  V  et  intégrons  par  partie  pour  tout  le  domaine  D.  Si 
l'on  lient  compte  des  identités  précédentes,  il  vient  en  groupant  les  termes  : 

^VF  (U)  —  UG  (V)l  d-  M-   /   UVI'„  c/t 


(30) 


.,  /<i.<l»(U)  ôa;       ix»  (U)  ay       i\*JU)  o; 


,.(^^^,.gujan-^,^^j.vz 


a  *  (V)  ix       fi.*  (V)  iV)/       a.'l'  (V;  t'Z 


.iV\  f>n 


©"•^«•e^)""  -en 


c/7  =  0. 


—  33 
où  l'on  a  posé 


y'X-  <"!(/-  <^Z-  'V/'^-  i^Cil:/;  iVAl_(/ 


\  ,w        <vj         c^z  / 

1  „/_„       .>B'       oB       ôA"\ 

i    +  V  ('fA  +  ...  +  2  ^  -^  ...  -  2  ''-^  _  2  "'^'  -  2  •:^'  -^  d)  ; 
*  (U)  =  A  i'^X  -i-  A'  f^i^' V  -^...-^IW'^'^-; 

^      "        ^  lU-        oy         t'Z  1  C'n       \  '^x         oy        oz/ .i» 

y  \  OX  oy  .13-  /  ilM 

G  (V)  sera  l'équalioti  adjointe,  'i>  la  fonction  caractéristique,  P„,  le  poli/nôme  adjoint. 
Si  l'on  a  identiquement 

2C_':^-'^-'^=U, 

«■>X  i\(/  ■>5 

'y      '^- 

2C'_'^'-'^-^=0. 

'^•r        'W        ''^ 

en  dérivanl  chaque  égalité  respectivement  par  r.iport  à  a-,  //  et  r  et  ajoutant  il  vient 

On  reconnaît  rjue  l'un  aura 

G  fV-  ^F(V); 

l'équation  est  identique  à  son  adjointe  et  le  second  terme  de  CU  j  disparaît. 

5 
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Le  troisième  terme  se  laisse  mettre  sous  une  forme  qui  conduit  à  un  rapprochement 
A'ec  la  célèbre  formule  de  Green.  Le  coefBcient  de  V  peut  s'écrire 


d.'\>  (U)    .w 


celte  quantité  sera  bien  détinie  en  tout  point  non  singulier  d'une  surface,  et  introdui 
sons  les  cosinus  directeurs  — ,  r-,  —  définis  par  les  relations 

llV      ov      ov 


A  ::±  =    A  '-  -H  B"  ^ 


(34)  l    A':^=(b":^  +  A"^+B  '-^Y 

/    A'l^=:fB''l^+Bl/-^A''^V 
I         .IV         \      .^n  C'H  .VI  / 

Ces  quantités  dépendent  de  la  fonclioii  caractéristique  'I'  et  de  la  normale  à  la  fron- 
tière. Soit  V  la  direction  ainsi  définie  ;  k  toute  normale  n  à  la  frontière  F,  la  fonction 
caractéristique  fait  correspondre  cette  diiection  /lien  déterminée  à  laquelle  nous  donne- 
rons le  nom  de  cononnale. 

Elle  a  d'ailleurs  une  signification  géométrique  simple.  Dans  la  fonction  caractéris- 
tique, remplarons  —  ,  —  ,  —  respectivement  par  X,  Y,  Z  et  égalons  à  zéro,  on  obtien- 

1      '  '  .NJC     .ly     0^         '^  '  " 

dra  pour  chaque  point  le  cône  des  normales 

(32/  2  AX^  -^  2  V  BYZ  =  0.  (r) 

Le  |)lan  diamétral  de  la  direction  n  aura  jwjur  é(jiialion 

X    A 1-  B"  -^-  -f-  B'  —     -H  Y    B" 1-  A '  -■>  4-  B    -     4- 

\      .^«  .V»  <Vl/  \        .VI  .VJ  .'n/ 

+  z  f  B'  ^"  -+-  B  '^-  +  A"  '^)  =  0. 
\      .vt  .VI  en; 

On  reconnaît  immédiatement  que  la  direction  v  coïncide  avec  la  normale  à  ce  plan. 
D'où  la  définition  géométrique. 


La  conormale  est  la  perpendù  itlaire  arc  plan  diamétral  conjugué  de  la  normale 
par  rapport  au  cône  caracléristir/ue  passant  par  le  point  considéré. 

Il  reste  à  préciser  le  sens  de  la  conormale  lorsque  la  direclion  n  est  connue.  Des 
relations  (34),  il  résulte  que  l'on  a 


{in  eiv        i->n  ov^       o«  d-i  \{>n    ^n    {> 


Lorsque  la  normale  se  trouve  dans  la  région  positive  du  cône  (I")  on  jirendra  la 
direction  de  la  conormale  qui  (orme  avec  elle  un  angle  aigu,  et  la  direction  opposée 
dans  le  cas  contraire. 

En  particulier,  si  Téqualion  du  cône  (r)  se  réduit  à 

X5  -H  Y-  —  Z^  =  0, 

la  conormale  sera  la  symétrique  de  la  normale  par  rapjjort  au  plan  parallèle  à  .\0Y, 
passant  par  le  point  considéré  ('). 

Dans  la  suite  nous  conviendrons  d'appeler  dérivée  conormale  d'une  fonction   H    la 

dérivée  de  celte  fonction,  suivant  la  direction  •/;  nous  la  représenterons  par '—     en 

ov  ' 
posant 

Introduisons  ces  notations  dans  la  relation  (30),  nous  parviendrons  à  la  formule  que 
nous  avons  en  vue. 

(I)  /  [VF (U)  -  m{V)^  d-.-^j  \\y\d.  +     /  (v  ^  -  U  ^) Af/.  =  0, 

•    D  '--■  r  ^  r 

et  pour  une  équation  identique  à  son  adjointe 

(!)■  /  [  VF(U)  -  UF  V)  ;  d:  X      Ci  V  '^  _  L'  '1^  M.  =  0. 

•  I)  «y,. 

13.  Propriétés  des  frontières  caractéristiques.  —  Particularisons  la  frontière 
et  supposons  qu'elle  contienne  une  surface  caractéristique.  Nous  avons  désigné  sous  ce 
nom  toute  surface  qui  satisfait  à  l'équation  obtenue  en  égalant  la  fonction  caractéris- 
tique à  zéro.  Soit  /  {x,  y,  z)  —  o  une  semblable  surface,  on  aura 

*(/•)  =  Kl'l-v  ^  x(^iy  +...+  2R'"I-  ':f-  =  o. 

{')  M.  R.  D'AbBÉMAR.  —  Sur  une  classe  d'é/juations  aux  de'rirees  partielles  du  premier  ordri" 
(Comptes-rendus,  11  février  l'JOl). 
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Les  hicaraclérisliques,  c'est-à-dire  les  caracléristiques  de  Cauchy  de  cette  équation, 
sont  définies  par  les  relations 

„  dcc rfy dz^ —  dX —  dY —  dZ ,, 

(^")  0*  il*  ô*  ^       ,1*  11*  h*      ~"        ' 

~SS.        .^Y       'ÏJj  <^x  Jy  f^ 

en  posant  —  =  X,  '-^  =  Y,     -  =  Z  et  en  considérant  pour  calculer  les  dérivées  nar- 

■^  ^x  dy  i>z  '  ' 

tielles  *  comme  une  fonction  des  six  variables  indépendantes  (a;,  y,  z  ;  X,  Y,  Z).  Si 
l'on  exclut  les  intégrales  singulières,  on  sait  que  toute  surlace  caractéristique  est  un 
Heu  de  bicaraclérisliques. 

Reportons-nous  aux  équalions  (34)  et  supposons  que  (  -  >  —  •  —  )  soient  les  cosinus 
direcleiirs  de  lu  normale  à  la  surface  /"(^.r,  y,  z)  =^  0,  ces  quantités  seront  proportion- 
nelles à  —,  '—,  '-'- ,  c'est-à-dire  à  X,  Y,  Z  avec  les  noiations  adoptées.  Il  en  résulte  que 

:>X      0(/      ÙZ  ^  ^ 

les  cosinus  directeurs  de  la  conormale  seront  proportionnels  à  -^,  -^,  -=-.  c'est-à-dire 

'^     "^  oX    f>Y    iiZ 

aux  coefficients  directeurs  de  la  tangente  à  la  hicaractéristique. 

Donc,  en  chaque  point  d'une  surface  caractéristique,  la  conormale  coïncide  avec  la 
tangente  à  la  bicaraclérislique  menée  dans  le  sens  où  croît  le  paramètre  l. 

Supposons  connue  la  surface  caracléristique  /'(x,  y,  z)  =  0.  On  pourra  déterminer 
les  bicaractéristiques  qui  lui  correspondent  ;  elles  formeront  un  système  de  lignes 
coordonnées,  que  nous  désignerons  dans  la  suite  sous  le  nom  de  coordonnées  bicaracté- 
ristiques. Si  l'on  connaît  en  tous  les  points  de  la  surface  les  valeurs  prises  pai-  une 
fonclion  \](x,  ij,  z),  on  pourra  évidemment  déterminer  l'accroissement  de  la  fonction 
quand  on  se  déplace  à  partir  d'un  point  sur  la  hicaractéristique  qui  passe  parce  j)oint; 
en  divisant  par  le  déplacement  infiniment  petit,  l'on  aura  la  dérivée  hicaractéristique 
qui  sera  par  suite  déterminée  en  tout  point  d'une  surface  caractéristique. 

Considérons  maintenant  une  surface  quelconque  S{x,  y,  z)  =  0  et  les  valeurs  prises 
sur  cette  surface  par  la  même  fonction  U.  A  chaque  point  de  la  surface,  les  formules 
(34)  font  correspondre  une  direction  conormale.  en  général  extérieure  à  la  surface. 
Si  l'on  vent  calculer  la  dérivée  de  la  fonction  suivant  la  conormale,  il  est  clair  que  le 
résultat  n'est  plus  déterminée  par  les  seules  données  des  valeurs  de  U  sur  S.  Mais, 
d'après  ce  qui  précède,  on  voit  qu'il  y  a  exception  toutes  les  fois  que  S  (a-,  y,  z)  =  0 
est  une  surface  caractérislique  et  l'on  a  le  théorème  suivant  (')  : 

Théorème.  —  En  tout  point  d'une  surface  caractéristique,  la  dérivée  conormale 
d'ujie  fonction  est  délenninée  dès  que  l'on  connaît  les  valeurs  prises  par  la  fonction 
sur  la  surface;  elle  est  égale  à  la  dérivée  suivant  la  hicaractéristique  qui  passe  par 
ce  point. 

Oite  pro[)Osition  contient  comme  cas  particulier  un(ï  remarque  analogue  de  M.  Pi- 
card (')  sur  les  équations  à  deux  variables  et  celle  qui  a  été  signalée  par  M.  1{.  d'Adhé- 
mar  dans  la  noie  citée. 

(')  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre;  Jiulletin  des  Sciences 
Mathématiques,  2»  série,  t.  XXIll;  juin  1899. 
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Appliquons  il  la  fonction  *  f/"}  les  considéralions  développées  au  numéro  7  sur  la 
surface  à  point  singulier.  Prenons  un  point  particulier  (.v,  ij,  z)  et  formons  l'ociuation 
en  S. 


(37) 


A-S  IV  H' 
B'  A-S  15 
W        U     A-S 


Si  cette  équation  a  ses  trois  racines  de  même  si^'no,  la  surface  à  [)oint  singulier  sera 
imaginaire  et  par  suite  aussi  les  surfaces  caractéristiques. 

Si,  au  contraire,  les  trois  racines  ne  sont  pas  de  même  signe,  les  surfaces  caractéris- 
tiques seront  réelles,  filles  seront  de  deux  types  diiïérenis.  Le  premier  ne  comprendra 
que  la  surface  à  point  singulier,  ici  l'analogue  d'un  cône  ;  le  deuxième  sera  formé  de 
deux  surfaces  se  croisant  sur  une  ligne  (L).  Ces  dernières  s'obtiennent  en  assujettissant 
le  sommet  de  la  surface  à  point  singulier  à  décrire  la  ligne  L  et  en  prenant  l'enve- 
loppe. Mais  les  surfaces  ne  seront  réelles  que  si  la  tangente  à  la  ligne  L  est  en  chaque 
point  extérieur  à  la  surface  à  point  conique. 

Supposons  que  l'on  soit  dans  une  région  pour  laquelle  les  surfaces  caractèristi(jues 
soient  réelles.  Lorsque,  dans  l'application  de  la  formule  (I),  on  aura  affaire  à  un 
domaine  dont  la  frontière  contient  de  telles  surfaces,  il  y  aura  intérêt  à  mettre  en 
évidence  les  parties  des  intégrales  qui  leur  correspondent.  Nous  choisirons,  sur  ces 
frontières  spéciales,  un  système  de  coordonnées  curvilignes  formé  d'abord  des  bicarac- 
téristiques,  puis  d'une  autre  famille  de  lignes  dont  la  dèlinition  sera  précisée  d.ins 
chaque  cas  de  fai;on  à  simplifier  le  problème.  Soient  l  la  variable  dont  dépend  la  |)()si- 
lioti  d'un  point  sur  une  bicaractérislique  et  u  l'autre  variable  ;  nous  supposerons  l'élé- 
ment infinitésimal  ex[)rimé  sous  la  forme 


(38) 


da  =  A  (l.  Il    'Il  'lu, 


A(/,m)  sera  connu  en  chaque  point  de  la  frontière  dès  que  l'on  aura  fait  choix  du  second 
système  de  lignes  coordonnées. 

Désignons  par  (C)  la  frontière  caractéristique  et  par  F  le  reste  de  la  frontière,  la  fur 
mule  (I)  devient  : 


/ 


VFn:)-UG(V)](;T4-    /  p„u\V7 
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La  dernière  intégrale  peut  se  transformer  en  intégrant  par  partie  le  long  des  bicarac- 
téristiques.  Soit  (F)  le  contour  de  (C),  on  aura  finalement 

(II)  /  I  VF (U)  —  UG  (V)]  d-.-^i   P„UV  ch-^     /   / V  '^  —  U  '^)  A  r/^  -+- 

^     /'aAUV.,.,-     A[2A'J-.V<AA)!^_vp.].,  =  0; 
et  pour  une  équation  identique  à  son  adjointe  : 

(III)  /  [  VF  (U)  -  UF  (V)]  d-.^     I  (V  J'  -  U  'J)  A  d.  + 

-H     I  AAVydii  —     /   UVA  ')  log(V^AA)rfî  =  0. 


CHAPITRE  II 


LE  PROBLÈMI-:  DE  HIK.MANN 


I. 


.a  •siiiTsKM'  SI  puiiil  siiiu;iili<M* 


14.  Extension  de  la  méthode  de  Riemann-Volterra.  Position  du  problème. 
—  Le  problème  deRieinanii,  pour  le  cas  d'une  équation  linéaire  à  trois  variables,  peut 
s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Étant  donnée  l'équation  : 


(1) 


.^-U 


Fa^)=2;^&+22 


)nj 


c^y.> 


2  V  C 


r>U 


DC  H-  E  =  0 


et  une  sxirfaie  S(x,  i/,  ;:)  =  0,  trouver  une  intégrale  de  l'équation  qui  prenne  sur  la 
surface,  ainsi  que  sa  dérivée  conçnnale,  des  valeurs  déterminées. 

La  méthode  que  nous  allons  donner  est  la  généralisation  de  celle  à  laquelle  M.  Vol- 
lerra  a  été  conduit  par  ses  recherches  sur  les  vibrations  lumineuses  dans  les  milieux 
isotropes  (').  Comme  dans  la  méthode  Green,  on  est  ramené  à  la  détermination  d'une 
intégrale  particulière  satisfaisant  à  des  conditions  déterminées. 

Il  importe  tout  d'abord  de  préciser  les  conditions  dans  lesquelles  on  va  se  ])lacer. 
Soit  D  un  domaine  à  trois  dimensions,  où  les  coefficients  A,  B  ...,  K  sont  des  fondions 
continues.  Les  hypothèses  que  l'on  est  amené  à  faire  sont  relatives,  soit  à  la  surface  à 
point  singulier,  soit  à  la  surface  S. 

Sur  la  surface  à  point  singulier  : 

I'  On  supposera  qu'elle  est  réelle  pour  tous  les  jioints  intérieurs  au  domaine  D  et 
que  le  déterminant 

A        B'       B' 

(2) 

reste  dilTérent  de  zéro. 


i')  Suite  vibra-ioni  luminose  nei  mezii  isolropi.  Alt.  délia.  R.  AccaJ.  Linc  ;  ser.  V;  vol.  1; 
4  sept.  1802,  pp.  ,161-170).  Suite  onde  cilindriche.  ibid,  Iti  octob.  1892,  pp.  265-277).  Sur  les 
ribrations  des  corps  élastiques  isotropes  (Acta  Malhemalica,  t.  IS,  .  p.  l»il-231  ;  1894). 

La  méthode  de  M.  Volterra  a  été  étendue  par  M.  Tedone  dans  diverses  notes  et  iiiéinoires  cités 
dans  l'introduction. 


—  40  — 

'1"  Figurons  cette  surface  pour  un  point  M„.  Eiie  permet  de  distinguer,  dans  l'espace 
avoisinant  Sf,,,  trois  régions  dont  l'une  extérieure  et  deux  autres  intérieures.  Menons  par 
le  sommet  une  parallèle  à  l'axe  oz  ;  nous  admettrons  que  pour  tout  point  du  domaine  D 
elle  se  Irouve  dans  la  région  intérieure.  Si  celle  condition  n'était  pas  remplie,  il  suf- 
firait d'ellecluer  un  changement  de  variables  convenable  pour  qu'elle  soit  satisfaite  en  tout 
point  d'un  domaine  fini.  La  transformation  dont  nous  avons  parlé  au  numéro  7  répond 
évidemment  à  la  question  ;  on  pourra  aussi  employer  la  substitution  orthogonale  qui 
ramène  pour  un  point  du  domaine  D  le  cône  caractéristique  à  ses  axes  principaux.  Nous 
admettrons  aussi  que  ce  domaine  est  suffisamment  restreint  pour  que  cette  parallèle  ne 
rencontre  point  la  surface  à  point  singulier  en  dehors  du  sommet. 

Quant  à  la  surface  S,  nous  ne  considérerons  que  la  région  intérieure  à  D  et  nous 
admettrons  qu'elle  est  extérieure  au  cône  caractéristique  dont  le  sommet  est  en  chaque 
point.  Les  coefficients  de  l'équation  étant  des  fonctions  continues,  la  surface  à  point 
singulier  dont  le  sommet  Mj  sera  dans  un  domaine  suffisamment  restreint  de  S,  sera 
coupée  suivant  une  courbe  fermée  (T)  délimitant  dans  S  une  région  (S)  et  sur  la  surface 

à  [)oinl  singulier,  la  surface  conique  1  ^  I  comj)rise  entre  M,,  et  (r). 

D'après  ce  qui  a  été  supposé,  la  parallèle  à  l'axe  oz  menée  par  M„  rencontrera  S  en 


un  point  M,  intérieur  à  (S).  Pour  la  suite,  nous  devons  isoler  cette  droite  M„M,  ])ar  un 
cylindre  de  révolution  R  dont  le  rayon  r  sera  très  petit. Soient  (y,)  et  (yJ  les  intersec- 
tions (le  ce  cylindre  avec  /  ^  |  et  (S)  et  (R)  la  surlace  latérale  comprise  entre  les  deux 
lignes.  .Nous  désignerons  par  (g)  et  /  V  )  ce  qu'il  reste  des  surfaces  (§)  et  f  N  )  quand 
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on  enli'VP  les  parties  intérieures  à  (I{)  et  par  ([))  le  domaine  deuil  <'lles  forment  la 
frontière. 

Knfin,  nous  restreindrons  encore  l(>  domaine  D  aux  seuls  points  du  domaine  de  S 
pour  lesquelles  les  hypothèses  précédentes  sont  remplies. 

Dans  ces  conditions,  pour  chaque  point  M,,  la  surface  à  point  singulier  est  bien  déter- 
minée et  découpe  dans  S  une  région  (S)  définie  d'une  façon  univoque.  Il  en  sera  de 
même  de  l'intégrale  de  toute  fonction  bien  déterminée  étendue  à  (S)  ;  ce  sera  une  nou- 
velle fonction  dépendant  des  coordonées  de  M^  et  que  nous  pouvons  regarder  comme 
connue  dans  toute  l'élendne  du  domaine  considéré. 

15.  La  formule  fondamentale  et  les  conditions  relatives  à  lintégrale  par- 
ticulière. —  Désignons  par  U  et  V  deux  fonctions  quelconques  et  appliquons  la 
formule  fondamentale  jiour  le  domaine  (î)),  en  supposant  rempb'es  pour  U  et  V  les 
conditions  ordinaires  do  continuité.  On  aura 

/  [ VF(U)  -  UG(V) ,  d:  -.    /  [(V  ^^'  -  U  2)a  +  P„Uv]c^. 


(2) 


/  +    /    \\\:\dn  -    I    il  2  A  ^  -  V  'l^A^  -î  _  l\  I  d.  =  0. 

I  /  !        l        'H  o/      A  I 

I  «^(l-)  4-  {■{)  ^(S) 

Particularisons  l'une  des  fondions,  V  |)ar  exemple,  et  assujettissons-l.i  au.x  conditions 
suivantes  : 

1°  Dans  le  domaine  (b)  : 

(3)  G(V)  =  0. 

y."  Sur    H)  pour  lim  /•;=(>: 

(4j  lim  ''V  =    ,         lim  ?•  ^-  A  =  (p  (s  —  ^,) 

ou  -    représente  la  dérivée  conormale. 

3°  Sur  {yy. 
(^-  ^A':j-.v('^v.;-P.)=o. 

y.n  particulier,  nous  satisferons  à  cette  dernière  condition  en  prenant  V  égal  à  zéro 
sur  la  surface  caractéristique.  Désignons  par  z,  l'ordonnée  du  point  M,  et  faisons  tendre  r 
vers  zéro.  On  aura  : 

lim     /    [(v  '^  -  U  ■^) A  -r-  P„L-v]./7  =  -->r.  U  [rr„  y„  zy^i^z  -  z^dz. 


L'iiiléçrale  élendue  à  (  7  )  est  identiquement  nulle  d'après  le  choix  de  V  et  par 
suite,  (D)  désignant  la  limite  de(D)  il  vient 


I  =    /  \F{[])dz-^   /  (AAUV)cew-H    /   r^V'J  — U^JA-+- P^uvlc 
1        *y  ,i>)  «^(D  '-'(s) 


Si  nous  nous  plaçons  dans  le  cas  où  V  s'annule  sur  ^,  le  seul  que  nous  considé- 
rerons dans  ce  travail,  et  si  l'on  a  en  outre 

F(U)  =  n^,  y,  .), 

f{x,  (/,  2)  désignant  une  fonction  intégrable  en  tout  point  de  D,  on  aura  simplement  : 

r 

•l-n.    I        \](x„,  1/^,  s)<f{z  —  z,)dz 

/   =    /   V/-(,T,  //,  Z)d^  -H    /    [(V^  —  U  'J^JA  -t-  P„Uvl<i=r. 

Le  second  membre  représente  une  fonction  connue  de  ikoVc  '0^  ^^^  nous  représen- 
terons pour  abréger  par  'i^Çr^.  y^,  z^). 

16.  L  inversion  de  l'intégrale.  —  La  relation  à  la(]uelle  nous  venons  de  parvenir 
se  prête  à  l'inversion  de  l'intégrale  qui  figure  au  premier  membre  lorsque  l'on  lait 
sur  ç(r  —  J',,)  une  hypothèse  d'un  caractère  très  général.  Nous  admettrons  que  cette 
fonction  peut,  pour  toute  l'étendue  de  M^M,,  se  mettre  sous  la  l'orme 

<^(=--^o)  =  l--^o)"'f(^-~oi. 

n  étant   un  entier  positif  et  V  désignant  une   fonction   régulière   ne  s'annulant  ])oint 
pour  z  =  zo.  Deux  cas  sont  à  considérer  : 

1"  Supposons  d'abord  que  l'on  ait  'l'=:C(|,  C,,  désignant  une  constante.  Dérivons  (n  -t-l  ) 
fois  par  rapport  à  z,^  les  deux  membres  de  l'identité 


■r 


iJK.  Vo.  -)?('  —  2o)f^-  =  '''(-Po.  .'/o.  -(.)  ; 
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on  obtiendra 


(-  1)" -  ' 2-  1  .2 ...  n .  CM-j-o-  ya-  =o)  =  — ss7+~' —  • 


ou  bien,  en  posant 

(6) 

(7) 


k  =  {-  l)"^  '2r  .  1  .  2  ...  nC„ 
}i(x    u  1  >>"  +  'f(--c-o.y.,  V 

"t.^û>  £/o'  -o'  —  /_-  i>^  "+  ' 


2"  Celle  méthode  ne  réussit  plus  si  W{z  —  z^)  ne  se  réduit  pas  à  une  constante. 
Dérivons  encore  \n  -(-  1)  fois  ;  nous  aurons,  en  posant  *'(o)  =:  Cj, 


(8) 


)    K.  U  K.  y„,  .'„)  +  2.  J       L-  G'-V  y„  .)  ^^-,  -f  (.  -  z,)  dz 


&"  +  '  4'(.r„,Vn,; 


On  ne  saurait,  par  de  nouvelles  dérivations,  laire  disparaître  l'intégrale  qui  subsiste 
au  premier  membre  ;  mais  l'on  a  une  nouvelle  idendité  qui  peut  servir  à  déterminer 
la  fonction  U  par  approximations  successives  ('). 

Formons  les  fondions  ii^,  u m,,,  ...,  définies  par 


1  '^"  '  ''«'(■ro..Vo,  3^0 


w,  =  »,  —  X     /        "»   ■''»'  '■''"  -^ ^V^ 


s  -  2„) 


rfz. 


Wp    =  Mo  —  -^ 


";.-iC''o'  Vu.  -)  ^^^ 


(^-£0).,. 


f/^. 


(.)  Nous  avons  Hé  conduit  à  ce  mode  d'inversion  par  l'emploi  de  la  belle  méthode  de  M.  Picard, 
à  .suite  de  nos  recherch'es  sur  l'extension  d-  la  méthode  de  M.  Volterra  et  aussi  par  1-  Considé- 
ration de  certains  problèmes  d'inversion  d'intégrales  multiples.  (Vo,r  ^;''-'-%S«"»  '"^  ^^^J, 
d^gli  integrali  mulùpli,  Rendiconti  detla  reale  Aocad.mia  de,  I.ncet,  série  v^\ol.  V  ,  ^-M^^ 
la  priorité  appartient  h  M.  Leroux  qui  l'a  employée  d'une  façon  systématique  dans  ses  b  lies  re- 
cherches  sur  le,  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  signalées  dans  notre  introduction. 
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et  dénjontrons  que  la  série 

l'o  -^  («'i  —  Wo)  -^  •■•  -^    ";.  —  ^'p-  i)  -+-  •■■ 

converge  uniformément  et  satisfait  à  la  relation  fondamentale. 
Tout  d'abord  la  série  converge  uniformément.  On  a,  en  ellet  : 


dz. 


Soit  I  !<,,_,  —  »;j  — 2  I  le  maximum  du   module  de  w^_,  —  «;,— 2  lorsque  z  varie 
entre  z„  et  î,,  on  aura  : 


|2-    /       ,^"+'0      , 


ou  bien 

I   U,,  -   M,,_,   I  <  I     M,,_  ,  —  M,..  ,  I  M  (z  —  2r„), 

M  désignant  une  constante  finie  indépendante  de  j).  Par  suite 

I  u,  -  «,,_,  l<  I  «,  -  u,  I  |M  (z  -  z,)]-'-'- 
Il  suffira  de  prendre  z^  —  z„  suffisamment  petit  pour  que  l'on  ait 
M(^, -.-„)<  1. 

Soit  u  {x,  1),  :)  la  valeur  de  la  série,  il  reste  à  montrer  que  cette  fontlioii  satisl'iiil  à 
l'équation 

2r.    i       [}  {a-,,  y„  z)  <f  {z  -  z,)  dz  =  1.  {x„  y„  z,). 
Posons 

I,,  =  2tz    j         Uy,  {x^,  ;/„  Z  o{z  —  z")  (Iz. 
on  aura  : 

2t.    j       V  (x,,  y„.  z)o{:-  z,)  dz  =  I,  -h  It:  (h  —  m„)  <f  {z  —  z,)  dz. 


et  si  p  croit  indéfinimeiil 

lim  I,  =  2.:    /       u  {x„  ;/„,  ;)  ?  (-"  -  -o)  ^' 

Dérivons   n  -r  \)  fois  1,,  par  rapport  à  ir^  : 


remplaçons  u^,  par  sa  valeur  : 


Cl  faisant  croître  p  indéfiniment 


Il  .nUitdmlégrer  les  de...  membres  > -^  D  fois  entre   les  limites   .,   et  .,   pnnr 
ubtenir  la  vérilication  cherchée 

2-    /       u  K.  2/o.  -2)  f  (^  —  ^»)  '^^  =  *  ^■"'o'  ^'"  "°^" 


17.  L'Existence 
constants.  —  l>e  pro 

f. 


,tence de  lintégrale  particulière  pour  les  ^quat.on    à        ihc    n 
ons«n.».   -Leprol.ie..ieestdo.,cra,..en.-a  la  d.-...onst.at.o  .   d,    1  .  x.st,  n, 

Tion  V,  satisfaisant  aux  conditions  én.uné,ées  I--^"--  ;   ,^^  i.ansforn.a.ions 

Considérons  d'abord  les  équations  à  coeff.c.enls  consUnt  .   P  r    c.  '  - 
numérées  au  premier  chapitre,  on  pe..t  les  ra...enor,  dans  le  ca.  de.  1 

réelles,  aux  deux  types  bien  connus  : 

,2V       ^2y  _  ,JS  ^  f, 

(A)  ôi^  +  ^xr       ^^' 

(B)  ù./;»  "^  .m/       ^2'- 

DansTun  et  l'autre  cas,  la  su.-face  à  point  singulier,   pour  le  point  (.V  y. 
duit  au  cône  caractéristique 

(^  _  -^  2  _  v%  =  0,  v'„  =  (.V  -  .'•„)^  -h  (i/  -  .'/«)' 


se  re- 
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Il   est   naturel  de  chercher  une  intégrale  particulière,  fonction  de  ;  —  z„  et  de  z^ 
seulement. 
Four  le  premier  type,  on  satisfait  à  toutes  les  conditions  en  prenant 


[-^■;^'V('^')'-'] 


(!»)  V,  =  log.       ± 

le  signe  ±  étant  choisi  de  telle  sorte  que  z  —  z^  soit  positif  dans  le  domaine  considéré. 
Cette  solution  a  été  donnée  par  M.  Volterra  (')  qui  s'en  servi  pour  retrouver  et  étendre 
la  formule  de  Parseval-Poisson.  On  vérifie  aisément  que  la  fonction  i  (xr  —  5^,,)  se  réduit 
à  l'unité. 

La  solution  analogue  pour  le  deu.xieme  type  ne  parait  pas  avoir  été  jusqu'ici  consi- 
dérée. Les  recherches  développées  au  chapitre  suivant  conduisent  à  adopter 

où  Ji  (î<)  désigne  une  fonction  de  Bessel  : 

ra-+-Hi-+-l)r(|x  +  i) 

La  fonction  o  devient  : 


ni)  ,f{z  -z,)  =  (z  -  z,)-i  Jj  W-K{z-  z,)'). 

18.  L'Existence  de  la  solution  particulière  pour  les  équations  à  coefficients 
variables.  —  Les  solutions  que  nous  venons  d'indiquer  sont  valables  dans  tout  l'es- 
pace ;  elles  se  prêteront  à  la  discussion  complète  des  divers  problèmes  rattachés  aux 
équations  correspondantes. 

Dans  le  cas  des  équations  à  coefficients  variables,  on  ne  peut  qu'établir  l'e.xistence 
des  fonctions  analogues  et  dans  un  domaine  limité.  Nous  n'entreprendrons  point  ici  la 
démonstration  pour  les  équations  linéaires  les  plus  générales.  Nous  nous  contenterons 
d'exposer  pour  un  cas  particulier,  la  méthode  qui  conduit  au  résultat. 

Nous  nous  restreindrons  à  l'équation  : 

(C)  ^_-^  ^^.,  -^,^-  {X,  y,  z)  V  -f-  f  (X,  y,  z)  =  0. 

{')  Voir  le.s  mémoires  cités. 
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Comme  précédemmont,  la  surface  à  point  singulier  relative  au  point  {x^,  y,,,  z^)  se 
réduit  au  cône 

C„  i'^^~,-^^  =  0,         {z'^  =  s—:„:r',=x  —  .r„y">=y—y^) 


Soient  C,  le  cône  caractéristique  issu  du  point  M,  ('■,,  y,,  î,i  dont  l'écjualion  est 
C.  ^''  —  V.-  ^  0 


r 


Z\=Z^—Z,  ./■  ,   =  .0,  —  .r,  y  ,  =  y^  _  y, 


et  MM',  son  axe.  11  faut  trouver  une  fonction  V  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 


Fi^'.  2 


I"  pour  tout  domaine  où  elle  est  régulière 


2»  sur  Cl 

3°  Sur  l'axe  MM, 


V  =  0 
lim  r,    V  =  0 

pour  lim  r,  =  0 


—  représente  la  dérivée  suivant  la  normale  à  l'axe  M, M',  qui  coïncide  dans  ce  cas  avec 

la  dérivée  conormaie  sur  \in  cylindre  de  révolution  autour  de  cet  axe  ;  on   remarque 
que  pour  l'équation  considérée  A  =  1 . 
On  considère  la  fonction 

(12)  V,  =  (;','^ —  ?",)'"  log  r, 

où  m  est  un  entier  supérieur  à  un.  Elle  s'annule  sur  Ci  et  la  discontinuité    relative  à 
la  droite  MjM  ,  est  de  la  nature  de  celles  qui  sont  précisées  par  la  condition    3). 
Soit 

V  =  V,  +  K 

et  substituons  dans  l'équation,  on  aura  : 

/  .  d'il  ô^M  (^^V\ 

Aw  +  Cu  +  A  =  0,  [lu  =  -,  +  -^2  -  ^.) 

/•,  =  f{.r,  y,  z)  -4-  (;;',-  -  r-,)"'  "'  (Alog  r,  -r  B) 
A  =  —  2»i(2  -h  m)  4-  (s',-  —  r\)  C  {x,  y,  z) 
B  =  —  4??!. 

Nous  allons  démontrer  l'existence  d'une  intégrale  u  de  cette  nouvelle  équation,  con- 
tinue dans  un  certain  domaine  comprenant  le  point  M,.  Nous  recourrons  pour  cela  à  la 
méthode  des  approximations  successives  !'). 

Soient  M  {x„,  i/o,  :„)  ""  point  intérieur  à  C,,  dans  la  région  inférieure  par  exemple, 
et  C  le  cône  caractéristique  correspondant.  On  obtient  ainsi  un  domaine  (D)  intérieur 
à  chiique  cône;  soient  (C(,^  et  ;C,)  les  frontières  qui  le  limitent. 

Considérons  les  équations  successives,  relatives  au  domaine  (D) 

A»o  +  /',=0  i^»  =  .^  +  .y-,^) 


Am„  +  Cl<„-,  -+-  A  =  0 


tous  les  M  s'annulant  sur  la  frontière  (C,)-  Nous  obtiendrons    ces  fonctions  en   appli- 
quant la  formule  fondamentale  où  l'on  prend  pour  intégrale  particulière 


v.  =  ,o,(i-^^^^'-.). 


Voir  M.  U.  d'Adiikmab.  — Sue  «ne  intégration  par  apvrn.vitnations  successives.  Bu\.  Soc.  Maih. 
t.  XXIX,  1901. 
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Uni-  dillicullé  se  présente  à  cause  de  Id  discontinuité  de  /,  sur  M,.M  ,,  unis  elle  n'en- 
traîne aucune  modification  dans  la  formule.  On  aura,  par  exemple. 


(0) 


où  ;'  désigne  l'ordonnée  du  point  M\.  Dérivons  par  rapport  à  ^^,  il  vient  : 
—  2-!<„  (j-„.  .(/„,  -„)  =  4     /         V„  /;  (./■,  V,  :  ;  ,-•,,  y,,  z,)  d^. 


kj    --.., 

^(D) 


OU  bien,  puisque  V^  s'annule  sur  (C,,), 


«0  (^0.  3/o.  ^o)  =  -  i    /   F""  f'  ^■'''  •^'  "  '  ■'^"  y"  ^'^  ^"• 


et  d'une  manière  générale 

Un  =  M,  —  ry-     /      —    t.î^,  _  ,  i.x,  //,  ;  ;  .*■,.  //.,  ;,)  </t. 

(«    =    1,    2,     ...30) 

Formons  la  série 

"o  +  ("i  —  "ni  -t-  ...  -+-  {H„  —  (/„_  ,)   -H  ... 

et  démontrons  qu'elle  converge  uniformément. 

Les  raisonnements  ordinaires  de  la  luéthode    des   a|)proxiruations  successis'es  s'ap- 
pliquent sans  modifications  essentielles.  On  a,  en  eiïet  : 


"n  —   î<„  .  1  —  —  9^     /       C  ,  .'•,  //,   z)     U„  _  ,   —   U„  _  J   —!'  d- 


(») 

Recourons  à  une  notation  déjà  utiliséeetsoitM  le  maximum  du  module  de  C  (t-,  //,  z) 
dans  (D),  il  vient 


OU  bien  encore,  M„  désignant  une  nouvelle  constante,  indépendante  do  n, 

7 


—  so  — 

I  u„  —  u„_ ,  |<  I  ?<„_ ,  —  n„  _ ,  1  M„  (z,  —  z,y 
on  en  déduit 

i  u„ -Un  \<\  «, - «".) [Mo (2,  - z,y-r-' 

Or  l'intégrale  w,,  est  finie  quel  que  soit  (x„,  (/„,  :^)  dans  le  domaine  (D)  ;  il  en  est 
même  de  u^  —  'u^.  11  suffira  donc  de  satisfaire  à  la  condition. 

M„(.',-:.,)^<l. 

pour  que  la  série  converge  uniformément  et  représente  une  fonction  u  (jr,  y,  z  ;  a:^,y^,  zj 
finieau  voisinage  de  ce  point. 

Le  calcul  des  dérivées  demande  quelques  précautions  à  cause  de  la  discontinuité  des 
dérivées  de  la  fonction  \\  sur  le  cùne  C,,. 

Considérons  par  exemple  la  dérivée  par  rapport  a  z^.  Comme  précédemment,  nous 
sommes  ramenés  à  démontrer  que  la  série 

'î^o  ^  ^^  _  ^"A  -^       +  r^'  _  ■'""-  ■'\  H 
e.st  uniforméinent  convergente.  Tout  revient  à  mettre  les  dérivées 

ili<„  >>M,  l'Un 

sous  une  forme  favoralileà  l'applicalion  de  la  métlinde  ordinaire  de  convergence. 
Prenons  tout  d'abord 

".  =  -.'/*/.* 

on  a 

^  =  _  îY 

Heiiij)lai;ons  et  intégrons  par   [)artie  en   représentant  par  ;^  la  normale  dirigée  vers 
l'intérieur  : 


I       "  >^z  1-   j       ""      '•"    '  m-i 


Dérivons  maintenant  par  rapport  à  c^,,  il  vient 


—  :;i  — 

el  plus  généralement 

Kn  partant  de  cette  expression,  on  parviendra  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
que  nous  avons  développé  pour  la  lonclion  ».  à  établir  la  convergence  de  la  série. 

On  procéderait  de  même  pour  les  autres  dérivées. 

La  fonction  ii  x,  y,  z  :  x,,  y,,  -,  étant  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  premières, 
dans  un  domaine  contenant  le  point. M,  satisfera  sur  l'axe  M,.M  i  aux  conditions 

.  .^« 

lim  *■,  —  =0, 

'   .V, 

lim  7\ii  =  0. 
La  fonction 

(13;  V  =    ;'i-  —  r,-)'"  log  r,  -+-  zt  i-v,  y,  :  ;  .r,,  y,,  :,) 

répond  à  toutes  les  conditions  imposées. 
Au  lieu  de  partir  de  la  fonction 

V,  =  ^z'r  —  r-,)"'  logr,, 
nous  aurions  pu  nous  servir  d'une  forme  |>lus  générale  et  prendre 

V,  =  (=v  -  '•,"■)"■  [?  y>\  'og  '•.  +  •"■  ('•.)] 

1  el  1"  désignant  des  séries  convergentes  de  la  variable  )•,  et  o  (>•,)  ne  s'annulant  point 
pour  r,  =  0. 

Les  résultats  auquels  nous  venons  de  parvenir  sont  en  correspondance  évidente  avec 
les  recherches  relatives  à  la  fonction  de  (jrcen  et  certains  travaux  de  .M.  Picard  sur  les 
équations  linéaires  à  caractéristiques  imaginaires    '  . 


II.  —  i.«'s  \ap|>«'s  C  iira<'l<Tisfi4|ii<>>« 

19  Intégrale  liée  à  une  ligne  extérieure  en  chacun  de  ses  points  au  cône 
caractéristique.  —  L'extension  tle  la  nuMliode  de  Hiemann  ipie  nuus  venons  de  dun- 

(';Voir  en  particulier.  Sur  l'érjuilibre  calorifique  d'une  surface  fermée  rayonnant  au  dehors. 
C.  R.,  l.  CXXX,  p.  1469  (séance  du  19  juin  1900)  et  De  l'intégration  de  l'équation  \u  —  e'  sur 
une  surface  fermée.  (Bulletin  des  Sciences  mathématiques  2°  s.,  t.  XXIV;  septembre  1900). 
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nerd"aprèsM.  Volterra,  repose  sur  l'inversion  d'une  intégrale  étendue  à  une  ligne  pas- 
sant par  le  sommet  de  la  surface  à  point  singulier  et  intérieure  à  cette  surface.  Lorque 
la  ligne  est  extérieure,  il  est  aisé  d'obtenir  une  intégrale  analogue  en  recourant  aux 
nappes  caractéristiques. 

Pour  y  parvenir,  supposons  que  la  ligne  :L  rencontre  la  surface  S  sur  laquelle  on 
se  donne  les  valeurs  de  la  fonction  et  de  sa  dérivée  conormale  en  deu.x  points  A  et  B  et 
que,  dans  tout  l'intervalle  AB,  elle  est  e.ttérieure  au  cône  dont  le  sommet  est  en  cha- 
cun de  ses  points.  Par  AB  on  pourra  faire  passer  deux  nappes  caractéristiques  C,  et  C^ 
qui  couperont  S  suivant  les  lignes  r,  et  r^.  Soient  (C,jj  (G^)  et  (S)  les  portions  des  sur- 
faces C,,  C,  et  S  limitées  respectivement  par  les  lignes  i  L,  r,),    L,  r^)  et  (1",  1\). 

La  formule  (II)  peut  être  appliquée  au  domaine  D  limité  par  les  frontières  (C,),  (C,) 
et  S).  Prenons  pour  V  une  intégrale  particulière  de  l'adjointe  et  pour  U  la  solution  de 
l'équation  proposée  définie  par  ses  valeurs  el  celles  de  sa  dérivée  conormale  sur  S,  on 
aura  : 


U  '^]\  -+-  P.XV^ch 


/[(Vf 

f  I  [(v;^-u5;).^.^p,.,cv]a,.../.+ 


dttdl.,  =.  0. 


Transformons  les  intégrales  étendues  aux  surfaces  caractéristiques.  Sur  chacune 
d'elle  adjoignons  aux  bicaractéristiques  une  famille  de  lignes  parallèles  à  AB  et  soit  ). 
la  variable  paramétrique  qui  lui  correspond.  Désignons  par  les  indices  1  ou  2  les  va- 
leurs d'une  fonction  suivant  qu'on  la  considère  comme  prise  sur  la  surface  G,  ou  bien 
sur  la  surface  G^  et  assujefissons  la  fonction  V  à  satisfaire  aux  conditions  suivantes  :  à 
l'intérieur  de  D  et  sur  la  frontière  : 


('*)  G(V)  =  0, 

sur  la  caraclérislique  C,  : 

'  <'^         'La,   0^1  'j 

sur  la  caraclérislique  G.^  : 

(15)'  2  A    '^~'  -^  V  F--  ---^  -  P    1-0 


On  aura  : 


A,  A,  —  A.AjaX  = 


!       «^  r,)  «^r.  *-'^> 

Il  nous  reste  à  démontrer  l'existence  d'une  fonction  satisfaisant  aux  conditions  (l.'i) 
ft  (l.'i)'.  Il  nous  suffira,  pour  cela,  d'établir  que  ces  conditions  peraiellent  de  déter- 
uiintr  les  valeurs  finies  prises  par  l'intégrale  considérée  de  G(\')  sur  les  deux  nappes 
caraclérisliques  qui  se  croisent  sur  AB.  On  sait  (')  en  effet,  que  ces  données  déter- 
minent complètement  l'intégrale  et  nous  indiquerons  plus  loin  comment  on  peut  elTec- 
livement  former  la  solution,  dès  que  l'on  connaît  l'intégrale  principale  de  Rieinann. 

Sur  la  surface  C,,  la  condition  l'j)  peut  être  considérée  comme  une  équation  diffé- 
rentielle définissant  V,.  En  intégrant  et  en  désignant  ]iar  -i,  /  r  une  fonction  arhitruirc 
du  paramétre  "'.,  on  a 


\A.A, 


On  aura  de  même  pour  la  condition  (!")/' 

rPn.rf/., 


VA,A, 

Les  fonctions  ^  seront  assujelies  à  la  condition  que  les  valeurs  de  V,  et  de  V^  soient 
égales  sur  la  ligne  AU.  Ces  valeurs  sont  d'ailleurs  finies  comme  on  le  reconnaît  aisé- 
ment en  se  reportant  aux  définitions  de  -V,  A  et  P,.  ainsi  qu'aux  hypothèses  qui  ont 
été  faites. 

La  formule  (IVj  est  l'analogue  pour  la  région  extérieure  au  cone  de  la  formule  (III 
que  nous  avons  utilisée  au  début  de  ce  chapitre.  .Mais  elle  ne  se  prête  plus  à  l'inversion. 
Pour  obtenir  une  nouvelle  solution,  il  faut  recourir  à  un  tout  autre  procédé,  comme 
l'a  montré  M.  V'ollerra  {J  . 

20.  Cas  d'une  frontière  formée  exclusivement  de  Caractéristiques.  —  Les 
formules  (III  et  (lY)  appliquées  à  un  domaine  limité  exclusivement  ])ar  des  caractéris- 
tiques conduisent  à  des  relations  remarquables.  Divers  cas  sont  à  distinguer  suivant  la 

(')  Voir  le  numéro  8. 

(2)  Huile  onde  cilindricht  nei  me;ti  iiotropi  [Aiti  délia  reale  Accadeinia  dei  Lincei,  série  V, 
Tol.  1,  p.  27). 


nature  dos  surfaces  qui  forment  la  fronlière.  On  pourra  avoir  nn  domaine  limité  soit 
par  deux  surfaces  à  point  singulier,  soit  par  une  surface  à  point  singulier  et  deux 
nappes  caractéristiques,  soit  encore  jjar  quatre  nappes  cnractéristiques. 

1°  Le  domaine  doublement  coniqi(e  est  compris  entre  deux  surfaces  à  jioitil  singu- 
lier de  sommcl  M^  et  M,.  Nous  avons  déjà  considéré  un  c.is  pirliculiorau  numéro  18.  Il 
n'y  a  rien  d'essentiel  à  changer  à  ce  que  nous  avons  dit.  Au  lieu  de  deux  cônes,  on 
aura  deux  surfaces  coniques  et  les  mêmes  raisonnements  seront  valables.  Si  l'on  a  en 
vue  la  détermination  de  l'intégrale  au  point  M^  on  fera  passer  par  ce  point  une  ligne 
intérieure  au  domaine  et  l'on  pourra  toujours  faire  en  sorte  qu'une  parallèle  à  oi  sa- 
tisfasse à  cette  condition  si  le  domaine  est  suffisamment  restreint)  et  l'on  déterminera 


ensuite  l'intégrale  jtriticipale  de  fiif;on  à  satisfaire  aux  conditions  (3  ,  4j  et  (."i).  11  est  l'i 
remarquer  que  dans  l'intégrale  étendue  à  la  surface  à  point  singulier  M,  la  dérivée 
conormalcest  complètement  déterminée  par  les  valeurs  de  l'intégrale  sur  cette  surface; 

2°  Le  doinaine  est  compris  entre  deuv  nappes  caractéristiques  qtii  se  croisent  sxir 
une  lif/7ie  L  et  une  surface  ii  point  singulier  de  sommet  M„,  (fiff.  ^). 

Les  intégrales  étendues  à  la  surface  conique  et  aux  nappes  caractéristiques  peuvent 
être  transformées  comme  on  l'a  fait  aux  numéros  (13  i  et  (1!)).  Sup|)osons  que  la  variélé 
singulière  soit  la  parallèle  à  oz  menée  par  le  point  M„  (.?„,  ;/„,  z^).  Désignons  par  I",  et 
l\  les  inlerseclions  des  nappes  (',,  et  C^  avec  la  surface  conique.  On  peut  appliquer  la 
lormule  (III)  en  prenant  pour  V  l'intégrale  ])rincipaU' saiisfai-ant  aux  conditions  (3), 
(4)  et  (5)  et  l'on  a,  en  adoptant  les  transformations  effectuées  au   numéro  (19)  et  en 


-  s:;  — 

affectant  des  indices  0,  I  et  -!  les  valeurs  des  fonctions  sur  la  surface  conique  et  sur  les 
oaractérisliques  C,,  et  Cj,  la  reiaticm  fundaiiientiile  : 


U(.--o.  y„  zy^{z  -  z,)dz 


(16) 


/^  A[v,(p„,--^;;^.)-2A,-;J]a../x.«.+ 

\     -r/'L{v.(p.,-'^.)-0A/5]A,«,«, 

-    /    LVA.AVm  4-    /   LV,A,A,(A,  +    /   l'V,A,A,dX^ 
«-A-,  j-  r.,  i^-,  «-^l'i 

—    /  UV(A.A,  -+-  A,A,)(/>.. 

Celle  forniule  permettra  d'obt(  nir  la  fonction  l'  au  point  M;,  en  reprenant  les  raison- 
nements du  numéro  Ki. 

Mais  en  outre,  si  l'on  remarque  que  le  second  membre  ne  dépend  que  des  valeurs  de 
l'intégrale  sur  les  suifaces  caractéristiques  C,  et  C^,  nous  avons  une  nouvelle  démons- 
tration du  théorème  suivant. 

U7ie  mlé(jrale  d'une  èqualio?!  aux  di'rivves  partielles  liné(ilrr!;  du  second  ordre 
est  complèlement  délermim;  par  les  râleurs  i/u^elle  jirend  sur  deu.r  nappes  caraclè- 
ristiques  qui  se  coupent  ('). 

3°  On  jieut  encore  considérer  U7i  domaine  limité  par  quatre  nappes  earacirristiques. 
f*our  le  définir  avec  précision,  prenons  deux  lignes  L  et  L'  qui  se  coupent  en  deux 
points  A  et  B  et  telles  que  par  chacune  d'elles  on  puisse  faire  |)asser  deux  napjics  ca- 
ractéristiques. Ces  surfaces  se  couperont  suivant  deux  autres  lignes  qui  j)asseront  aussi 
en  A  et  B.  On  détermine  ainsi  un  domaine  limité  exclusivement  par  des  nappes  carac- 
téristiques. F,n  étendant  à  ce  domaine  la  formule  (IV)  et  en  introduisant  sur  toutes  les 
frontières  les  variables  bicaraclérisliques,  on  obtiendra  des  relations  relatives  aux  va- 
leurs prises  par  l'intégrale  considérée  sur  les  lignes  L,  L',  I'  et  I"'. 

Tous  ces  résultais  sont  des  généralisations  de  ceux  qui  ont  été  signalés  par  M.  Dini 
dans  se»  belles  recherches  sur  les  méthodes  de  Green  et  de  Itiemann  ("). 

(')  Voir  les  numi'ros  8  et  19. 

(2)  Sulle  equazioni  e  derivale  jiarciali  del  S'  crdine.  IIie>iilico»ti  ilelïa  lieale  Accademia  dei 
lAncei,  férié  V.  vol.  V  et  VI,  1896-1897. 


CHAPITRE   m 


SOLUTIONS  PARTICULIÈRES   DES   EQUATIONS  A  COKFFICIENTS  CONSTANTS 


21.  L'Extension  aux  espaces  à  plus  de  trois  dimensions.  —  La  mélhode  que 
nous  avons  exposée  au  chapilre  précédent  peut  s'élendre  lorsqu'il  y  a  un  nombre 
quelconque  de  variables,  mais  avec  les  complications  el  les  imprévus  que  comportent 
les  connexités  multiples  des  hyperespaces. 

Pour  s'orienter  au  milieu  d'une  foule  de  questions  nouvelles,  il  semble  utile  de  faire 
une  élude  spéciale  d'un  cas  simple.  D'autre  part  l'emploi  des  approximations  succes- 
sives exige  que  l'on  sache  résoudre  complètement  le  problème  pour  les  équations 
homogènes  à  coefficients  constants.  Nous  sommes  ainsi  amenés  à  nous  oecu|>er  d'une 
façon  particulière  de  ce  type  d'équations  dans  lequelle  les  difficultés  inhérentes  à  c^ 
genre  d'étude  se  présenteront  évidemment  sous  les  formes  les  plus  simples. 

Un  cas  particulier,  le  plus  important  au  point  de  vue  des  applications  à  la  Physique 
Mathémalhique,  a  été  traité  d'abord  par  M.  Volterra  (')  puis  par  M.  Tedone  en  éten- 
dant la  méthode  de  M.  Volterra  pour  le  cas  de  trois  variables.  Il  comprend  les  équa- 
tions de  la  forme 

m 
'^-    V    '^V^o        (A""V=0). 

1  =  1 

La  surface  à  point  singulier  partage,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  10,  l'espace  en 
trois  régions  linéairement  connexes.  Dans  le  cas  général,  au  contraire,  il  n'y  en  a  que 
deux  ;  les  équations  peuvent  alors,  en  laissant  de  côté  certains  cas  oxceplionnels,  être 
ramenées  à  la  forme  canonique. 

r>  q 

(A)  Y.    -i   —    'V     --^-  KV  =  0       ou       \M\  -^  KV  =  0, 

1  =  1  y  =  1  ' 

les  nombres;)  el  y  étant  dilîérents  de  un. 
(1)  Voir  l'introduction  et  la  noie  du  numi-ro  U. 


Ces  équations  sont  identiques  à  leur  ,iilji)inti>.   I.a    tuétliode  de  Rieniann  s"aj)plique, 
comme  nous  le  verrons,  à  condition  d'iiitroduire  la  surface  à  point  singulier 


(C) 


p  11 

=1  V  i=i 


(î/;  -  y\f 


On  est  conduit  à  chercher  des  solutions  qui  s'annulent  sur  (C)  et  qui  en  outre 
deviennent  infinies  sur  les  variétés  /•  =  0  ou  <  =:  0.  I.n  détermination  de  ces  fonctions 
et  l'inversion  des  intégrales  que  l'on  obtient  par  leur  intermédiaire  constituent  les  deux 
principales  diflicullés  du  problème. 

Afin  de  ne  point  être  arrêté  par  la  suite  dans  l'exposé  de  la  méthode,  nous  allons 
dans  ce  chapitre  procéder  à  la  recherche  des  intégrales  dont  nous  aurons  besoin  et 
étudier  leurs  propriétés  au  point  de  vue  de  notre  sujet.  On  sera  ramené  à  la  dis- 
cussion d"une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  et  du 
type  hyperbolique  qui  se  trouve  avoir  déjà  une  importance  fondamentale  en  Physique 
mathématique. 

22.  L  Equation  généralisée  d  Euler  et  Poisson.  — Cherchons  des  intégrales  par- 
tifuliiTes  de  (.\)  qui  ne  dépendejit  de  .r  el  )/ que  par  l'intermédiaire  de  >■  et  <.  l'our 
cela  substituons  dans  (.A)  la  fonction  ç(r,  C). 

On  obtient  parun  calcul  facile 

(l)  -°  -  ^  -  ?^-î  -  -  1^=^  ^  -^  K.  =-  0. 

^  '  hr-       f'i-  r      or  l       i>l 

Nous  emploirons  cette  équation  le  plus  souvent  sous  cette  forme.  Mais  par  des  chan- 
gements de  fonctions  et  de  variables  on  peut  mettre  en  évidence  son  rapprochement 
avec  des  équations  connues  et  en  particulier  avec  la  célèbre  équation  d'Euler  et 
Poisson. 

Posons 


où  z  désigne  une  nouvelle  fonction  et  déterminons  À  de  telle   sorte  que  les  dérivées 
premières  disparaissent.  Il  sufiira  de  prendre 

).  =  r     -i      i     2 
et  l'on  aura  la  nouvelle  équation  : 

(2)  ^I;  -%^.  ^.-^M.--^^  _ ^^Ap^z3 ^ k]  =  0. 
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Ou  bien  encore  en  posant  : 

r  -+-  <  =  2.r.         r  —  t  =  2y, 


il  vient 


(2)'     ^ 


Sous  celle  forme  on  reconnaît  une  équation  harmonique.  Si  l'on  suppose  K  ^  0  on 
obtient  une  équation  signalée  déjà  par  M.  Darboux  et  qui  peut  élre  considérée  comme 
une  généralisation  de  l'Equation  d'Euler  ('). 

23.  Solutions  avec  fonctions  arbitraires.  —  Représentons  par  A  (p,  q)  tf  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (  I)  et  soit  ï-  une  solution.  On  vérifie  sans  difficultés  que 

1  rxs 

-    -  est  solution  de  A  (?)  -H  2,'/)o 

et  que 

.  —,  l'est  de  A  (p,  </  -f-  2i  o. 
tôt  "^   •' 

Désignons  encore  U,.ii  l'opération  .  "^  ,  par  D,  l'opénition/ -  'Jj  et  d'une  façon  géné- 
rale par  D  ,   {  'i  l'opération  -  '-  répétée  -x  fois  suivie  de  l'opération  -  '-  répétée   B  fois. 

Si   o  est  une    intégrale  do  A  {p,q)'^  =  •',  l)*.ï,f!'ti    sera    solution  de    l'équation 

A  (p  4-  2  a,  (/  -}-  2  pj  tf  =  0.  Cette  projiriété  est  évidemment  indéi)endanle  de  la  nature 
des  nombres  p  et  ç. 

I-orsque  ces  nombres  sont  des  entiers  positifs,  comme  cela  a  lieu  pour  les  équations 
qui  nous  occupent,  on  devra  distinguer  la  parité  et  suivant  les  valeurs  de  p  ou  q,  on 
obtiendra  des  intégrales  en  |)aitant  de  solutions  parliculières  de  l'une  des  quatre 
formes  suivantes  : 

A  (1-1)  =  3- 5^  + Ko,  (/'  =  V^    ;«.    :'/=V  +  3); 

^(^'2)  =  5-5-J;j-^K„  (p^2p'-..,     .  =  V-.2); 

(')  M,  Dabboux,  Théorie  générale  des  surfaces,  l.  II,  p.  IHO  il  ji.  21Ï. 
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Cède  siin])le  rernanjue  nous  permettra  d'obtenir  les  intégrales  avec  deux  fondions 
arbitraires,  lorquc  K  sera  nul,  en  partant  des  suintions  connues  de  l'équation  d'Euler. 
Examinons  chaque  cas  en  particulier. 

l'  p  el  q  sont  impairs  :  On  a  ré<]uation  des  cordes  vibrantes 

•'!?  _  ^  =  0 

U-  M- 

dont  l'inti'ijrale  générale  est  de  la  forme  : 

F  (.•  +  /)  +  G  (»•  —  t). 
L'intégrale  cherchée  sera  donc 

(3)  .      '"^Df: +  *:+'•         [f (r -f- 0  +  G  (r  .-<)]. 

et  SOIS  forme  développée, 

\  1'  =  ,,2^  +  l\27~-M    (a^'  +  *    F^P  +  î'  +  2,  ^  ^^.  ^  ^^.  _  j   i..f^'  ^  ,■  +  1;  .^  ..^ 

(3)'     > 

'  -.  A„F"  +  B,>  -,  ,•  G  ("■  -  î'  +  2)  +  lijy  +  ,■  _  ,  G^i'  +  î'  +  1)  _^  .. .  ^  B^G") 

en  désignant  par  A  et  B  des  polynimies  homogènes  en  r  et  /  dont  le  degré  est  marqué 
par  l'indice. 

Si  l'un  des  nombres  p'  ou  (/'  était  égal  à  un  le  résultat  >e  simplilierait  et  l'on  aurait, 
en  supposant  F  (»•-(-  l]  identiquement  nulle,  la  formule  suivarit<' utilisée  jiar.M.  N'ollcna 
dans  ses  recherches  sur  le  principe  d'Huygens  (';  : 

\  "•  =  ^r^FTl  [A.,  G'P'  +  ^'  (>■  -  0  +  A^,,  _  1  G)"  (r  -t)  +  ...+  A  fi'  (,.  _  tl 
(3)' 

Eu  parliiularisant  les  fonctions  F  et  G  nous  obtiendrons  des  solutions  répondant  aux 
conditions  qui  nous  seront  imposées  par  la  méthode  de  Riemann.  Il  nous  suflira  de 
prendre  dans  la  formule  (3)'  G"  =  (r  —  ()>'  + '/  ~  '  avec  F  =  0  ;  dans  (3)"  on  choisiia 
G'  =  ()-—  ly'-K 

1''  p  est  pair  et  q  impair.  I/équalion 

t<"i        .-i^o         1  Do  „ 

civ'^      ai'       r  iv 

(I)  Voir  Voi.TEBRA,  Rendic.  ace.  Lincei,  5"  série,  t.  I,  p.  167. 
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devient,  en  prenant  comme  nouvelles  variables 

1  1 

^2^f  2      .^tf  2      i>o ^ 

Son  intégrale  générale  peut  se  mettre  sous  la  forme  (') 

/  V^"!!  — oc) 

1 

_^,       /       11-  [;  -4_  ,.  ,  2  a  —  1  '  ]  log  [a  (I  _  «■  2  )•]  '^°' 


V'«  (1  -  a) 
«^  (I 

OÙ  o  et  'I'  désignent  des  fonctions  arbitraires.  L'intrgrale  cherchée  sera 

L'expression  "l',  est  de  la  forme 
4)'  P,  -H  Q,  log  )•. 

Elle  conservera  encore  la  même  forme  après  riip|)licalion  du  symbole  opératoire 
Et  ,    ,       ,      el  l'on  aura  dans  ce  cas  : 

ri   f    +  1 

<!>  =  P  -I-  Q  log  r, 

:    f  —^~-  0"'+.  f  +  M  4^  +  ,■  (2a  -  1)1  + 
/       v/a(i  —  a)     rf  C'  +<  (   '^  '^  '^ 

^  log  2a  (1   _»).•!.[/  4-  ,-(2a-  1)]  j 
1     O..  .-f.  72   /      •>['-»-  K^:.  -  1)]  log  2a(l  _  a)  ^^^^     . 

;  =  0  L       «^  Il  J 


(r,)' 


P 

'0 


(')  Voir  par  exemple  Dabiioux,  Théorie  des  surfaces,  t.  If,  p.  69. 


m  — 


On  aurait  un  résultat  en  tout  semblable  correspondant  au  cas  où  7  serait  pair  et 
p  innpair. 

3°  Lorsque  p  e<  q  sont  tous  les  deux  pairs,  on  pfTeclucra  le  changement  de  variables 


.  —  (>•  -i-  0'  .  —  '>•  —  h^ 


Ce  qui  ramènera  l'équation  A(2,2)  à  la  forme  d'Euler 


1  1 

ù-g  _      2      ivs  _^      2      ?!f 


Les  solutions  se  déduiront  de  l'intégrale  générale  de  celte  dernière  équation  comme 
précédemment.  En  revenant  au  anciennes  variables,  on  peut  l'écrire  : 

(6) 

\         ^  (S 

On  aura  en  appliquant  le  symbole  D  : 

111  .  ,.,  ,,• 

(7)  l-  =  R  -h  S.  log  {t  -h  0. 

R  et  S  ayant  des  significations  analogues  à  celles  de  P  et  Q. 

24.  Les  solutions  homogènes.  —  Parmi  les  solutions  particulières  de  l'équa- 
tion (1)  celles  qui  sont  homogènes  ont  un  intérêt  spécial  pour  la  suite.  Rempla- 
çons ç(r,  ()  par  la  valeur  r'"  V  fV-A  et  posons  ^  =  xi,.  11  vient  en  mulliiiliant  par  r'^  ; 


(  _i_  \m{m  -\-p  —  -l)—nn-r->i-  2)m^]/'=  0. 

Celle  équation  se  ramène  à  celle  des  fonctions  hyi)ergéomélriques  par  le  changement 
de  variable  et  de  fonction 


(9) 


X  =  u',  «p  =  x-i  f[^x]\ 
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^^^^        i«<.-.),.[._(,_-ii^^^).],_ 


2  •2'^?  =  0- 


w  -H  n     m  -{-  n  -\-  q  —  2 

r, •  n 9  =  0 


que  nous  représenlerûn<  p.ir  la  nutalioii  abrégée 

^.  / m  -+-  n    w  +  n  -+-  7  —  2   p 

'\  2       '  2  '2 

Soit  F(.î-)  une  solution  de  celte  équation,  la  solution  coiTesj)ondaiite  de  l'équation  (1) 
sera 

r'"l"[jY'  V{u-)  =  l"'  +  "  F(w'). 

Gomme  7)i  et  n  n'interviendront  partout  que  dans  la  somme  m  -+-  n,  nous  ne  nuirons 
pas  à  la  généralité  de  la  solution  en  posant 

m  -H  n  =  À 

et  l'on  aura  des  intégrales  de  la  forme 

(il)  <>-F(m'), 

F  étant  une  solution  quelconque  de  l'équalion  des  fonctions  livpergéométriques  : 

(10)'  G(-?,.-^:iif--.^.A  =  o. 


Parmi  ces  solutions  nous  ferons  usage  presque  continuellement  de  la  suivante 
(12)        /-^'  (1  -  .n^  +  ).  -  i  fÇ^,  '-p..  P^  +  >.,!-  x) 
où  l'on  a  suivant  la  notation  habituelle 

'  •  ï  «•^■ï(ï-Hl) 

Pour  a;  =  1,  F  se  réduit  à  l'unité  et  l'intégrale  s'annule  si 


^  +  ).  -  1  >  0. 


—  ()3 
Pour  X  =  0  elle  se  comporlerei  coTime 


Or  on  a 


i--^  .  .   . 

le  coefficient  de  x     2      sera  donc  fini  si 


P±J/ 


Si  ces  conditions  sont  remplies,  l'inlpgrale  se  comportera  pour  :c  =  0  comme  :c    2 
et  par  suite  la  solution  cherchée  comme 

Examinons  maintenant  le  cas  de  p  =  2  et  faisons  usage  des  notations  habituelles 
dans  la  théorie  des  fondions  hypcrgéoinélriques.  Nous  chercherons  à  exprimer  l'inté- 
grale 

(1  -  -rj-f  -  ^  -  ?  FiY  _  .,  -^  _  p,  -^  _  ,  _  3  -^  1,  I  _  .r) 

à  l'aide  des  deux  auties 

X*  -  ï  F(ï  -  1  —  Y,  3  -H  I  —  Y,  2  —  Y,  A-) 
et 

Fi»,  3,  Y,  -''). 

Lorsque  y  'end  vers  I,  ces  deux  iiilé^rales  devipnnenl  idenliqucs.  .Mais  la  première 
peut  être  remplacée  par 

F,  (a,  p,  l,x)  -T-FO,  ^,  l,a-i  logj;, 
F,  étant  un  polynôme  en  ./•.  Pour  cela  nous  transformerons  la  relation 

(1  _  a;)ï  -  '  -  ?  F(y  -  ^  Y  -  f.  Y  -  =«  -  P  +  1.  »  -  •'•)  = 
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en  posant  (') 

_^l  -  T  F  (a  -+-  1  —  Y,  p  4-  1  —  V.  -'  —  V,  x)  =    <?!  +  '■?.  (1  —  ï) 
o,  =  F  (a,  P,  Y,  J?l.-  ?  =  F, (a,  (i,  y,  .r)  +  F  (a,  p,  y,  j')  log  X 

et  nous  ferons  tendre  -/  vers  1.  On  obtient  ainsi 

(1  _  x)*  -  =■  -  ■'  F  il  —  a,  1  —  |3,  2  —  a  —  p,  1  —  .r)  = 

__Fia,p,l,a-)  j.^,  _^^j,|,  _p.^.  j^-Ml.         r(l-a)  |-(1-?)J 

_  [F.  (a,  ?.  1,  X)  +  F  .,  P,  I,  .r    loga-]  j,_/:i_=^=L=^^ . 

Or  on  a 

a  =  —  2  >         P  — 2 <         Y  —  2  ~ 

par  suite 

Supposons  que  l'on  ait 

X -h2>0,         Xh-5>0,         2X-h//  — 2>0, 
les  fonctions  1"  auront  un  sens  bien  déterminé  et  le  deuxième  membre  sera  de  la  forme 

PH  +  Q(.'-)Iog(,r). 

où  P  [x)  et  Q  (x)  ne  deviennent  pas  inlinis  lorsque  x  s'annule. 
Pour  X  =  6,  celte  expression  se  comportera  comme 


f-^'— ) 


les  a?. 


Nous  avons  donc  finalement  obtenu  les  deux  intégrales  suivantes  que  nnus  désigne- 
rons par  Vp  et  V-i-  pour  indiquer  le  rôle  spécial  que  joue  le  nombre  p 

(  ^  =  k 

(!)  Voir  M.  flouKSAT,  Tlièse. 


(II) 
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on  suppose  toujours  • 

2-Ç-? -t- X  -t- 1  >  0,  x  +  p-t-y  — 2>0,  X-hp>0.  p  —  2>0; 

I  =r'-[P(A-)loga.--t-Oi.r)J  ('^'^?) 

X-f-2>0,        X-+-?>0,        2À-vy  — 2>0; 

/2X  +  g-2\ 
/2X  +  g-2\ 


^(^^)*-(^F) 


25.  Solutions  logarithmiques.  —  La  l'orme  des  sol  niions  j.'énérales,  lorsque  les 
nombres  p  ei  q  ne  sont  pas  tous  |ps  deu.x  impairs,  suggère  la  recherche  d'autres  solu- 
tions élroilemenl  liées  aux  solutions  homogènes. 

Considérons  en  premier  lieu  les  solutions  de  la  forme  : 


'"■'••\/(^-^,{';)^o,r-,H(^)^o,i\. 


En  remplaçant  dans  l'équation  (I)  et  en  eiïeoluaiit  le  changement  de  variables  et  de 
fonctions  : 

M  =  -  ,       ar  =  M*  ; 
m       _  m  "•       ,- 
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on  trouve,  par  un  calcul  qui  ne  présente  aucune  difficulté  : 

G  (-  ^,  -  '^-±41:^2^  ^.  ,,)x  =  0,       m-^n^  X, 

-+-  (p  —  2)X  -i-  kx  '-J^  —  ,v  ["(7  —  2  -4-  2n  —  2myv  +  4j?  Jl  =  0. 

Les  fonctions  X  et  "r  seront  des  intégrales  de  l'équation  de  Gauss;os'en  déduira 
comme  nous  le  verrons  plus  loin,  dans  l'étude  de  cette  intégrale,  à  l'aide  de  deux  qua- 
dratures. 

Supposons  que  la  fonction  .lyfrjet  par  suile  X  {u)  soit  idontiquemcnl  nulle  et  cher- 
chons une  solution  particulière  infinie  pour  )•  =  0  et  nulle  pour  x  =  1 . 
Nous  prendrons  pour  'I'  l'intégrale  déjà  mentionnée  : 

:-^\i  -  xf-V  +  ■'■-'  f(4--,  ^-^  ^-f ^  H-  X,  1  - .). 

Nous  devrons  intégrer  l'équation. 

Comme  solution  particulière  de  l'équalion  sans  second  memhre  nous  prendrons  l'ex- 
pression choisie  pour  T.  Nons  emploierons  la  méthode  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires  pour  obtenir  l'intégrale  de  l'équadon  avec  second  membre. 

Si  nous  posons 

ç  =  CT, 

G  désignant  une  fonction  arbitraire  de  x  et  si  nous  substituons  dans  l'éqnalion   précé- 
dente, on  a,  en  supposant  m  =  n, 


—  «7  — 
Nous  obtenons  une  nouvelle  équation  avec  second  membre,  mais  du   premier  ordre 
en  -ïj.  L'intégrale  de  l'équation  sans  second  membre  sera  : 


•2f:x,l-x    +M-ll  +  ^JL±J^=J 


dC^-J    -dr—  --    ^;\î'_  r Ld^_ 


d 


x(l  —  a;,  4' 


En  intégrant  et  désignant  par  A  une  constante,  il  vient  : 

p  +  g  I  -,  _  2    _  P 

rfC_  I  1  —  X)      2       +  '•        ^  :r      -j 
dx  ~  *•* 

Faisons  varier  la  constante  A-  et  substituons  l'expression  précédente  dans  l'équation 
à  intégrer,  on  a  : 

p  4-  g   ,   -,       j    2  —  iJ 

dM    A-x)~ir  +--^^^^^-J^     ^^ 

dx  V  4  dx' 


ou  bien 

dk        V-i  —  -''    ^-—  dx 


4  1  —x—r-  -r'-i 


et,  par  suite,  en  intégrant  et  remplaçant  dans  l'expression  de  -jr 


«te  ~  Ï-*  /  P  +  9   .-.       .^    ^      "^' 

Jz       4(1  —,/•)— 2-    +^-1 


et  finalement 


f-»-f>.-2\       /^(9-2.V^  +  4r^^J'F     ^_2         / 


(l-xf-J--  -^'■-''      I       W---^--^- 


'?  n''x2  (  ^,      4(1  —  x—-!^  +  A  -  1  V 

Etudions  5  au  voisinage  des  points  a;  =  1  et  :ç  =  0. 

1*  a;  =  1.  Développons  en  série  suivant  les  puissances  de  (1  —  x).  On  a  : 


L'expression 


(q  —  2)^^  -+-  i.v 


dx 


Fdx 


se  comportera  au  voisinage  de  x  =  1  comme 

P  +  9  a.  >  _2 

Par  suite,  le  coeflicient  dilTérentiel  dans    i      se  comportera  comme 

P  +  9  4.  À  _  2  P  +  9    I    7,         . 

(1  _,y|-T~     +  ''  ^  (1    —  A-^~2~    +   ^~^_  1 

L'expression  s.  se  comportera  (inaiemeiit  comme 


■  +  9 
(1  —  a;)    2 


^-î— ^  +  >.  -  1 


iog(l  -.'■)'"; 

elle  s'annulera  pour  .r  =  1. 

2°  Pour  a?  ==  0  on  verrait  de  même  que  l'expression  /     se  comportera  comme 

2-P 

.r  2. 

Le  coefficient  différentiel  de    I     se  comportera  donc  comme 

2.  —  ^ 


2-p     f 
X         ^Xr 

et,  par  suite,  l'expression  entière  comme 

a-        2. 
Examinons  maintenant  le  cas  où  p  =  2.  Nous  prendrons  pour  'l'  la  solution 

„-,..f-^.+-"F(^i.'^',^-if^ +.,.-...). 

La  fonction  <;.  s'annulera  encore  au  point  x  =  \. 

Pour  X  =  0,  >f  se  comporte  comme  P(.'-)  -H  Q[x)  L{x)  où  P  [x)  et  Q  (x)  ne  devien- 
nent pas  infinies  lorsque  ./■  s'annule. 


.^  m  — 

Quant  au  coeflicient  dilîérentiel  dans  l'intégrale 

q  _  2  *•-  -+-  Ikx  ^"^  .  H-     „  _  2 
X     2      dx 

4(1  —x)^~  +  '•      * 

il  se  comportera  comme  (La:)-.  Après  intt-gration,  celte  expression  sera  de  l'ordre  de 
X  (La:)-. 

Par  suite  le  coefficient  dilférenliel  sous  le  signe    I      sera  holomorphe  pour  x  =  0. 

Finalement  l'on  voit  que  pour  x  =  0  la  fonction  o  se  comportera  comme  '',<l"  x), 
c'est-à-dire  comme  xLv.  Quant  aux  constantes  a  et  p  on  prendra  ?  égales  à  zéro  et  l'dn 

choisira  a  de  façon  à  faire   disparaître  la  constante  qui  s'introduit  dans  l'intégrale  J^ 

En  résumé,  nous  avons  les  deux  groupes  d'intégrales  particulières  qui  correspondent 
soit  au  cas  où  p  est  différent  de  deux,  soit  au  cas  ou  p  est  égal  à  deux.  Nous  les  dési- 
gnerons par  la  nolation  Wp  ou  W^e  pour  rappeler  le  rôle  particulier  du  nombre  ^3. 


P+9  ,>._,!       /^  «  _  2)  T2  -H  ixV  ^    p-2 
(1-^.)     2       + 


.-0  «r.'/;f  /  ^'        i(l  —xf 


(III j  '. 


.■(.)  =  .4^  (1 -,.f4^  +  ^  - 1  f(4i^,  ^:-^.  ^ -^  X.  I -x), 
x  =  Ç,      ^  +  x_i>o. 

p  —  2  >  0,        p  ^''■>0,         >.  -H  y)  -T-  î  —  2  >  0. 

(IV)  \\V  =  \V  log  <  +  \V  C,(.r). 

C2(.'.'  s'obtient  en  faisant  dans  C'x] 

.r(a:)  =  ^l_.)|-^^F(4^.^:^,;^-^X-^«,i-4 

x=~,         2>. -^7  — 2>0,         >-t-2>(l,         "A-t-î>0. 

Lorsque  les  nombres /)  et  7  sont  simultanément  égaux  à  deux,   la  solution  est  pir 
liculièremenl  simple.  On  a,  en  elîet,  pour  ce  cas  : 


(IV)' 


v  =  iog(oiog.;--f  r^'iog  i-"^)- 
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26.  Solutions  particulières  pour  des  valeurs  de  K  différentes  de  zéro.  — 
Considérons  maintenant  le  cas  ou  K  n'est  pas  nul  et  cherchons  des  solutions  de  la  forme 

<i  :»•.  0  /■('•-  —  ^-)  =  9  ('•,  t)  f{v),         r  =  r^  —  r-. 

On  a  en  substituant  : 

\ôr^        H^  "^       r       M-  l       h)  ' 

On  satisfait  à  cette  équation  en  prenant  pour  o  une  fonction  homogène  en  -  et  l'on 

peut,  sans  nuire  à  la  généralité,  la  supposer  de  degré  zéro.  Les  deu.x  premiers  termes 
sont  alors  nuls  et  il  suffira  de  choisir  /de  telle  sorte  que 

Cette  équation  s'intègre  par  les  fondions  de  Bessel  (')  ;  la  solution  générale  est 

(17)  f{v)  =  cc-^-H —  jp±i=3  i>^::rKr)-^r.'«-'^"^!~  .i    p  +  g-2  i^'Z^^v); 

on  devra  remplacer  J      P  ~  9  — ^  par  Y;'  +  7  —  2  lorsque  l'indice  sera  en  entier  négatif, 
c'est-à-dire  lorsque  7)  et  q  seront  de  même  parité.  On  a,  par  définition, 

1^  =  0 

Nous  n'aurons  pas  à  utiliser  Y„.  L'intégrale  cherchée  s'obtiendra  en  multipliant  le 
résultat  précédent  par  la  fonction  F  (^j,  en  désignant  comme  à  l'ordinaire  par  F  [x] 
une  solution  quelconque  de  l'équation  deCauss  : 

(')  Jordan,  Cour.s  d'analyse,  l.  III,  p.  23^?.  2'  édition. 


Cherchons  maintenant  des  solutions  de  la  forme  (    '^  (>■,  t)  où  nous  ferons  ensuite 
On  trouve  pour  'f'  l'équation 


^^   ,.=*     .^ _ p-j  .vj. _  2-/.^ 7 - 1  .^  _  r . _ •/. (). - 7 - 2 1  ^|, ^ 


qui  devient  en  remplaçant  <I>  par  'i  (k'  /"(f),  (m  =  -,  v  ^  >•*  —  <^)  '; 

-[^^B-^2^-,-.2>.);g-K/],=0. 

Nous  prendrons  pour  j.  une  solution  homogène  de  degré  zéro  de  faron  à  annuler 
r  -^  -I-  i  "^  et  nous  rassuiétirons  à  satisfaire  à  l'équalion 

i^*o ô*g       p  —  1  fio  _  2)  -}-  9  _  l  ,--i       À  (),  -1-  2  —  2)     _  „ 

ti'^  ~  SP  "*"      >■      .^-  't  ^  ï^  °  =  "• 

En  posant,  comme  nous  l'avons  déjà  fait, 

on  aura 

r  ('       '■           ''■  —  ç  —  2    p      \ 
^\-2' 2 .2'-'"j'^  =  " 

et  l'on  pourra  prendre 

ç  =  j      2         1— x)      2         '  \.~^5 — .  ~r^  <        ')        -H  > ,  1  —  j). 

Quant  à  /"on  choisira  comme  précédemment  une  intégrale  de  l'équalion 

4rJ(-^2(;,  +  ,^2X^-K7=0. 
Représentons  par  /"  (r  =  /"  r-  —  <■')  l'intégrale  holomorphe  pour  i'  ;=  Û,  on  aura 


pour  solution  de  l'équalion 

Al--  «  V  -r  KV  =  0 
l'expression 


P  +  9 


+  \-i 


dont  nous  aurons  à  faire  usage.  Elle  se  comporte  sur  le  cône  (C)  el  sur  la  variété  V  :=:  0 
comme  les  fondions  étudiées  au  numéro  25. 

Nous  obtenons  ainsi  la  dernière  intégrale  que  nous  utiliserons  dans  ce  travail.  Elle 
devient  en  remplaçant  ^'  par  sa  valeur  : 


P  -r  q 


+  >.  - 1 


(V)  Zp  =  Vp  (  v'  -  Kr)     2     ^  •         ip_j^  +  X  -  1  (v'  —  Kr), 

Xr  désigne  l'intégrale  (I)  du  numéro  24,  et  l'on  a  comme  d'ordinaire 

a;  =  -j  ,         r  =  r^  —  <^  ; 
P-±Jt  -t-  À  —  1  >  0,         p  —  2  >  0.  p  4-  X  >  0,         ),  -^  jo  -+-  ?  —  2  >  0. 


CIIAPITIU:  IV 


INTEGIUTIOX  DES  EQUATIONS  LINEAIRKS  A  CORFKICIENTS  CONSTANTS 
DU  SECOND  ORDRE 


I.—  ln(4'u:rsilioii  tl('  r<'«|iialion  A  jU  ==  0 

27.  Définitions.  Extension  de  la  formule  de  Green.  —  Dans  ce  cbapilro. 
comme  dans  celui  qni  précède,  nous  aurons  constamnienl  à  distinguer  les  variables  rjui 
définissent  la  posilion  d'un  point  dans  un  espace  en  deux  calégories  jouissant  de  j)ro- 
priélés  absolument  distinctes.  Supposons  que  l'on  ait  h  considérer  ;:*  variables  de  la 
première  catégorie  et  q  de  la  seconde,  nous  sommes  convenus  de  les  désigner  respccli- 
vement  par  les  notations 

(Xi),i  =  \,2,...,p        et  //y),  7  =  1,2,  ...,?. 

nous  supprimerons  même  les  indices  chaque  fois  qu'il  n'y  aura  pas  d'ambiguilé. 

La  distinction  des  variables  en  semblables  calégories  s'impose  dans  les  questions  de 
mathématiques  ajjpliquées.  C'est  ainsi  qu'en  mécanique  on  doit  faire  jouer  un  rôle 
spécial  au.K  trois  coordonnées  espaces  et  à  la  coordonnée  temps. ^En  pliysique  mathéma- 
tique il  y  a  même  trois  catégories  à  considérer  ;  les  coordonnées  espaces,  la  coordon- 
née temps  et  la  coordonnée  température.  En  multipliant  le  nombre  des  dimensions  de 
chacune  de  ces  coordonnées,  les  problèmes  de  la  nnture  conduisent  à  des  extensions 
analytiques  curieuses. 

Nous  appellerons  encore  surface  tout  ensemble  de  points  dont  les  coordonnées 
dépendent  de  p  -^  q  —  1  paramètres  arbitraires.  Une  seule  relation  entre  les  coordon- 
nées de  ces  points  définira  en  général  une  semblable  multiplicité. 

Mais  au  point  de  vue  des  variables  réelles,  où  nous  nous  plaçons  exclusivement,  il  y 
aura  exception  cha(iue  fois  que  la  relation  pourra  se  décomposer  en  une  somnic  de 
carrés  de  mêmes  signes.  Considérons  par  exemple  l'équation  qui  reviendra  souvent 


=  0,  c.  à.  d,  V  {x,  —  x.y  =  0  ; 


elle  équivaut  éviJemiiieiil  à 

Xi-     x,"  =0,  {i  ^  i,2  ...,  p) 

et  par  suile  ne  représente  dans  un  espace  lij,  _^  ,  {x,  y)  qu'une  variété  à  q  dimensions. 

D'une  manière  générale,  si  la  relation  se  décompose  en  h  carrés  de  mêmes  signes, 
elle  définira  une  variété  à  p  -H  y  —  h  dimensions. 

Comme  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  une  surface  /'(.>',  ?/)  =  0  divisera  l'espace 
en  régions  pour  lesquelles  /  ix,  y)  conservera  un  signe  constant.  Nous  appellerons 
(lomaiiie  toute  variété  k  p  -^  q  dimensions  définies  par  un  certain  nombre  d'inégalités 
de  la  forme 

/•,(.r,  y)>0,  i  =  (\,2,  ...,h). 

Un  domaine  sera  borné  par  une  frontière  formée  de  la  variété  ponctuelle  définie  par 
les  relations  de  la  forme 

/■,  >  0,  ..„  A  _,  >  0,  /;■'+ ,  >  0 A  >  0 ; 

f,■^^^      {h'  =  \,2 h). 

Soient  M,  {x",  y")  un  point  fixe  et  M  (a;,  y)  un  point  quelconque.  Nous  appellerons 
dislatice  de  ces  deux  points  la  racine  carrée  de  l'expression 


'/jY 


Le  domaine  sera  limité  si  cette  expression  reste  finie  pour  tous  les  points  du  domaine. 
Nous  appellerons  frontière  fermée  la  frontière  complète  d'un  domaine  fini. 

Parmi  les  frontières  fermées,  il  y  en  a  qui  sont  les  analogues  de  la  sphère  ou  de 
l'ellipsoïde  dans  l'espace  à  trois  dimensions.  Appelons  droite  la  variété  définie  par  les  n 
relations 

.  Xi  =  x,"  -+-  fif.p,         {i  =1,2,  ...,  p).'^ 

yj  =  yf -+■  ^j?^      (/=i,2 7) 

ix",  y")  sont  les  coordonnées  d'un  point  fixe,  p  est  un  paramètre  et  {n,  h)  sont  des 
constantes  appelés  coefficients  directeurs  de  la  droite.  Ces  frontières  jouiront  de  la  pro- 
])riété  de  n'être  rencontrées  par  une  droite  qu'en  deux  points  réels,  distincts  ou  con- 
fondus. 

Nous  considérerons  toujours  dans  la  suile  de  semblables  frontières  et,  pour  simplifier 
les  écritures,  nous  admettrons  qu'elles  sont  définies  ])ar  une  seule  relation  S  (.>•,  y)  =^  0. 
C'est  ce  que  nous  entendrons  par  la  désignation  de  surface  fermée. 

Soit  f  [x,  y)  =z  0  l'équation  d'une  surface  quelconque  et  considérons  les  expressions 

î/                                                                         ^                       • 
bxi  ôy;  


P 
V 

{Xi 

—  x,0] 

1 

i^  +  i; 

(.'/> 

=  1 

y  =  i 

=  1  i  =  i      ■  V     1=1  i  =  i 


V 

=  1 


comme  les  cosinus  directeurs  d'une  droite  atlachée  au  point  {x,  y]  de  la  surface. 

Si  l'on  prend  le  même  signe  devant  chacun  des  radicaux  on  obtiendra  la  normale. 
Supposons  que /(f,  y)  fasse  partie  de  la  frontière  d'un  domaine,  nous  conviendrons  de 
choisir  le  signe  de  telle  sorte  que  la  direction  suit  intérieure  au  domaine.  Nous  repré- 
senterons par  f  ~  ,      '-^')  les  cosinus  directeurs  ainsi  définis. 

Associons  maintenant  les  signes  contraires  et  considérons  en  particulier  la  direction 
dont  les  cosinus  sont  donnés  par 

[    te',        fiXi 


(1) 


^J/k 


P 

1 

P 

î 

M 

y^    ûH  iXi 

^   V 

ôii  ù)/j 

V    ôH  >\^, 

_  y 

M  .y. 

Ov 

J.^    fXi   >)v 

^^ 

hj     cV.    — 

■*-i^     OXi  cVl    ~ 

i>i/j  m 

j  =  i 

y=i 

i^i 

/=  1 

nous  conviendrons  de  l'appeler  cotionnale.  Elle  jouit  des   propriétés  reconnues  à  cette 
direction  au  numéro  13.  Xous  appellerons  dérivée  conoruinle  l'expression 


(2) 


Xous  pouvons  maintenant  étendre  la  formule  deGreen.  Désignons  par  D  un  domaine 
Imi  kp  -\-  q  dimensions  limité  par  la  frontière  F.  Soient  (/t,,  _j_ ,,  l'élément  infinitésimal 
de  D,  ds^  -ï_i  l'élément  de  frontière  et  représentons  par  U  et  V  deux  fonctions  inté- 
grables  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  et  secondes  dans  le  domaine  D  et  sur  sa 
frontière.  En  intégrant  i)ar  partie  comme  au  numéro  l.'{  et  en  faisant  usage  des  nota- 
lions  définies,  on  aura 

/  (VA""U  -  \:vm d-.„^,  +  /  (v';Jy  _  u '^y.,. ,.,_.  =  0 
(1)    { 

Supposons  que  l'  soit  une  intégrale  d(!  l'équalinn 

A^U  =:  II(x,  y) 

où  H(.r,  y)  désigne  une  fonction  connue  et  intégrable,  et  j)renons  i)our  V  une  intégrale 
])articulière  de  l'équation  A'"'  V  =  0,  on  aura 


CI)' 


/  VU  u,rj)d'.,^,^  ^  ( V  •;';  -  u  ^J)./.„  + ,_ ,  -  0. 
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L'intégrale  de  domaine  disparait  complèlenient  si  U  est  elle-même  une  intégrale  de 
A^jU  ;=  0  et  l'on  a  simplement 


jr(vf-rS).„,„_, 


28  Le  Problème  de  Riemann-Volterra.  —  Nous  nous  proposons  d'appliquer  les 
formules  précédentes  à  la  résolution  du  problème  suivant  : 

On  se  donne  sur  \nie  surface  fermée  S( '•,  y)  =  0  les  valeurs  U  et  —  prises  -par  une 

l'onction  et  sa  dérivée  conormale.  Trouver,  pour  tout  point  intérieur  à  la  surface, 
la  valeur  d'une  intégrale  de  l'équation  A'"'U  =  0  définie  par  ces  conditions. 

Pour  cela  nous  allons  appliquer  la  formule  (1/  à  des  domaines  particuliers  qu'il 
nous  reste  encore  à  définir. 

Soit  0  {.v",  1/")  un  point  intérieur  au  domaine  D  limité  par  la  surface  fermée  S.  Me- 
nons la  variété  conique  définie  par  l'équation 

P  1 

(C)  r'  —  t'-=0       r"-  =    2L    (^'  —  ■^•"i''  '''=    ^    (Vj  —  yj")*  '< 

i=i  j=i 

c'est  la  surface  à  point  singulier.  Si  aucun  des  nombres  p  ou  ^  n'est  égal  à  un,  elle 
détermine  dans  l'espace  deux  régions  linéairement  connexes  (numéro  iO).  L'une  con- 
tient la  variété  r  =  0,  nous  la  désignerons  par  (P)  ;  l'aulre  contient  la  variété  ?  =  0,  et 
nous  la  représenterons  par  Q). 

La  région  (P)  forme  un  domaine  défini  par  les  inégalités 

(P)  S(.»,7/)>0,         r^  _  <2<0; 

sa  frontière  (F,,)  est  formée  de  deux  parties 

(F^)  S  (x,  y)  =  0,         r-  —  <2  <-  0  ; 

»•-  —  <*  =  0,         S  (,/•,  y)  >  0. 

De  même  le  domaine  (Q)  sera  donné  par  les  inégalités 
(Q^  S  {x,  y)  >  0,         r^-  —  />  >  0 

et  sa  frontière  par 


(     S(«,  î/)r=0, 

(F,)  y      y   'J> 


r-  —  <"  >  0  : 
S  {X,  y)  >  0. 
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Dans  le  plan  Or/,  menons  la  première  bissectrice  OC  et  une  ligne  telle  que  ACB  ren- 
conlrant  les  parties  positives  des  axes  en  A  et  B.  Les  triangles  mixlilignes  OCA  et 
OCB  figureront  les  réjjions  (P  et  (Q)  ;  les  lignes  OC,  CA  et  CB  représenteront  les  fron- 
tières. 

Si  l'on  avait,  par  exemple  q=z\,  la  région  (P)  se  dédoublerait  et  devrait  être 
remplacée  ])ardeux  autres  figurées  par  les  triangles  OCA  et  OCA'  ;  la  région  (Q)  serait 
figurée  par  l'aire  COd  . 

Nous  pouvons  appliquer  la  formule  (1}    à  l'une  ou  l'autre  des  régions  obtenues.  Le 


;c' 


problème  est  donc  double.  Il  se  complique  encore  par  la  parité  des  nombres  p  et  q, 
Ouatre  cas  sont  à  considérer  : 

1°  p  impair  et  q  impair, 
2"  p  impair  et  q  pair, 
3"  p  pair  et  q  impair, 
4*  p  pair  et  q  pair. 

Comme  la  marche  générale  reste  la  même,  il  nous  suffira  d'approfondir  l'un  des  cns, 
Ce  premier  par  exemple  dont  les  solutions  s'expriment  le  plus  simplement.  De  plus, 
pour  éviter  toute  difficulté  secondaire,  nous  supposerons  qu'aucun  des  nombres  p  ou 
q  n'est  égal  à  deux,  sauf  à  nous  débarrasser  de  cette  restriction. 

Nous  ne  reviendrons  point  sur  le  cas  où  l'un  des  nombres  p  ou  q  serait  égal  à  un,  la 
question  ayant  été  résolue  par  >!M.  Volterra  et  Tedone  ('  . 


(';  Voir  les  mémoire»  cité»  dans  \' Introduction. 
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29.  Application  de  la  formule  (I)  à  la  région  (P).  —  Prenons  comme  valeur 
parliculii'je  de  V  rintéj^rale    I)  du  numéro  2V 

/)  —  2  >  0,        /3  -H  ).  >  0,  X  -!-  p  H-  y  —  2  >  0. 

Celle  fonction  satisfait  à  l'équation  A''  «  V  =:  0  ;  elle  s'annule  sur  le  cône  iC)  c'est-à- 
dire  pour  X  =  1  mais  devient  inQnie  sur  la  variété  à  ci  dimensions  /•  =  0.  Soit  R  celle 
variété,  nous  l'isolerons  par  le  cylindre 

(R)  r  —  e  =  0. 

Désignons  par  (F,,),  (C)  ce  qu'il  reste  des  frontières  (Fj,;  et  (C)  quand  on  enlève  les 
points  intérieurs  au  cylindre  (R). 

Appliquons  maintenant  la  formule  (I)"  en  prenant  comme  domaine  la  région  (P) 
d'où  l'on  a  enlevé  les  points  intérieurs  au  cylindre,  on  aura 


(3)  /      V,'S_U'^'W.„,._.  =  0. 


'^(Fp)+(c)+(B) 


Etudions  successivement  les  valeurs  de  chacune  des  trois  intégrales  lorsque  le  rayon 
de  (R)  tend  vers  zéro. 

L'intégrale  étendue  à  (C)  est  identiquement  nulle.  En  effet,  Vp  s'annule  sur  C.  D'au- 
tre par  la  dérivée  conormale  — !"  est  équivalente  à  la  dérivée  suivant  une  génératrice  du 

cone  (C   et  par  suite  est  aussi  nulle,  puisque  Vp  est  constamment  nulle  sur  cette  sur- 
face. 

Sur  la  frontière    F^j,  la  fonction  Vp  est  discontinue  en  tous  les  points  de  la  variété 

»•  =  0,         S  (x,  xj]  =  0. 

Celte  variété  est  à  q  —  1  dimensions,  car  /•  ;=  0  équivaut  à  /j  relations  ;  dans  le 
champ  fF,,),  elle  se  trouve  isolée  par  la  variété 

>•  — o=zO,         S(x,  .v)  =  0. 

Nous  aurons  démontré  que  l'intégrale  étendue  à  (F^)  tend  vers  une  limite  bien  déter- 
minée, si  nous  montrons  que  l'intégrale  étendue  à  la  variété  définie  par  les  relations 

r2  _  <>  <  0,         V  —  £  <  0,         S  {x,  y)  =  0, 
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lend  vers  zéro  avec  %    Or  cela  résulte  de  ce  que  l'intégrale 


f- 


ôleadue  à  cette  variété  est  de  l'ordre  de  t>\  tandis  que  les  fonctions  Vp  et  -^  s;)nt  au  plus 
de  l'ordre  --''^  '    quand  t  tend  vers  zéro,  connue  nous  le  montrerons.  Par  suite  on  aura 


f'f 


lini.      1=^1  pour  liin.  e  =  0. 

Il  reste  l'intégrale  étendue  à  (R).  Sur  cette  surface,  l'élément   inlinilésimal  peut  S3 
mettre  sous  la  forme 

en  représentant  par  rf(o^_,  l'élément  infinitésimal  de  la  sphère  de  rayon  un  dans  l'es- 
pace à  ]i  dimension  et  par  f/-,,  l'élément  infinitésimal  de  l'espace  E,  (y,,  y,,  ...,  y,). 

Calculons  ' — î"on  a  sur  le  cvlindre 


fiv  dn 

et  par  suite 


<\!/  dy  „  i>X  ItX  ox 

fiv  on  '  {••'        'Vi        i^V  ' 


P 

ôVp ■^    ôVp  ft^ ^Yp 

i  =  l 


Substituons  dans  l'intégrale  étendue  à  (H),  on  devra  trouver  la  limite  de 


lorsque  r  tend  vers  zéro.  Formons  — ^  ;  on  aura 


^  2  [(1  -  -r)  g  -  (P^  +  >  -  «  )  f]  r^-P  r'-^^-"  (1  -  X)- 


p  +  g 

2 


+  À-2 
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De  celte  expression  et  de  la  valeur  de  Vp  il  résulte  que  l'on  aura  : 
lim.  r'-' Vp  =  0, 

pour       lim.  ?•  =  0. 

Désignons  par  il,,  la  surface  de  la  sphère  de  rayon  un,  c'est-à-dire  la  valeur  de  l'in- 
tégrale étendue  à  celte  sphère 


Qp=     I     C^W,,_,  =  2       /p^ 


la  limite  cherchée  sera 


-£i,(2-p)F(-^ 
On  a  donc  (înalemenl,  en  posant 

30.  Procédé  d  inversion.  —  La  formule  à  laquelle  nous  venons  de  parvenir  est 
l'analogue  de  la  formule  (3)  du  Clui|)ilrc  11.  Nous  sommes  conduits  de  môme  à  effec- 
tuer l'inversion  de  cette  intégrale.  Indépendamment  de  la  méthode  que  nous  avons 
généralisée  en  recourant,  d'après  M.  Leroux,  à  la  féconde  méthode  des  appro.ximations 
successives  de  M.  Picard,  M.  Volterra  s'est  servi,  pour  obtenir  la  fonclioti  dans  la 
région  extérieure  au  cône,  d'une  méthode  toute  dilTércnle.  Mais  ni  l'une  ni  l'autre  ne 
s'appliquent  ici  et  le  |)roblème  ap|)araît  comme  très  différent. 

Le  procédé  que  nous  allons  faire  connaître  résulte  des  pro])riétés  d'une  relation 
célèbre  due  à  Poisson.  Malgré  les  importantes  recherches  dont  elle  a  fait  l'objet  s|)écia- 
lc:ment  de  la  i)art  de  M.  Léo  Kœnigsherger  {'),  il  ne  semble  point  qu'on  l'ait  appliquée 
d'une  faion  systématique  à  des  problèmes  d'inversion  comme  ceux  que  nous  allons 
résoudre  maintenant.  Le  succès  de  cette  méthode  repose  sur  les  remarques  très  simples 
(jui  vont  suivre. 

Désignons   par  h  (y)  une  fonction  des  variables  (;/,,  //,,  •••,.'/./    <''  j""'  ".'/")   ""^ 

(I)  Sitîungsbericlite  dcr  Kœuir/lich  P>  eusaiclten   Akadeniie  der  Wisscnchaflcn  zu  lierlin,    p. 
5-18  et  p.  93,-101  ;  189S. 
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autre  fonction  de  ces  mêmes  variables.  Si  U,,  désigne  un  domaine  à  q  dimensions  dans 
l'espace  K^(y),  nous  supposerons  que  l'on  a 

W  H  iy"^  =J  M§  ,..„         .  =  r    i    (,,  _  ,A)=Î 

Soit  \.if\e  symbole  de  Laplace  étendu  à  un  espace  à  q  dimensions  relatif  aux  varia- 
bles (,/)  : 

On  sait  que,  dans  le  cas  de  trois  variables  ('),  si  l'on  applique  le  symbole  correspon- 
dant aux  deux  membres  de  la  relation 


v  ;y,  -  >/\)'  -^  (.'A  -  y\y  +  (^3  -  y\y 


V3  H  O/O)  =  -  4  r.h  {,/"), 

si  le  point  (^"1,  y".-,,  y".^)  est  intérieur  nu  domaine  ;  on  aurait  au  contraire  V3H  =  0,  si 
le  point  était  extérieur. 

11  n'y  a  presque  rien  à  cbanger  à  la  démonstration  analvti(iue  de  ces  résultats  pour 
prouver  que  le  symbole  v.,  a]qiliquéaux  deux  membres  de  (i)  donne  les  relations  géné- 
ralisées 

(5)  v,H(y)^-(.y-2)(J,;i(yO),         ij,^  =  2-^, 

ou 

A,  H  0/)  -  0. 

suivant  que  le  point  (;/')  est  intérieur  ou  extérieur  au  domaine  D,,. 
Ce  point  établi,  appliquons  le  symbole  Vv  ^  '''  fonction 


'"•('Vi."""'"'')^ 

on  trouve  par  un  calcul  aisé 

V,,  t""  --  ni  (m  -4-7  —  2)  r'  — - 
Cj  Voir  la  démonstration  donnée  par  M.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  I,  par  168,  l''"  édition. 
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Représenlons  par  ^^^  le  symbole  v.;  appliqué  i-i  fois,  on  trouvera 

y^:-"  f"  =  m  {m  —  2]  ...  {m  —  2<x  -+-  2)  (q  —  2  -+-  m)  [q  —  2  - 
X   q  —  2-^m  -■  2hl  -+-  2)  <■"— -^ 

En  particulier  si  l'on  peut  disposer  de  m  de  telle  sorte  que 


fi)      A  (m)  =  m  (m  —  2)  ...  [k  —  -?),  (y  —  2  +  m)  (y  —  2  +  w  —  2)  ...  4.  2. 

Mais,  pourqu'il  en  soit  ainsi,  deu.x  conditions  doivent  être  remplies.  Tout  d'abord  »» 
ne  doit  pas  être  un  entier  pair  et  positif,  car  alors  l'application  répétée  du  symbole  v» 
conduit  à  la  valeur  zéro.  On  a  en  eiïet. 

X,p  i2n  _  const. 

et  par  suite   tout  autre  dérivation  conduira  à  une  valeur  nulle.  En  second  lieu  il  faut 
que 


soit  un  nombre  entier  posilif.  Cela  e.xige  que  m  -^  q  —  2  soit  un  nombre  positif  pair. 

Tenons  compte  de  ces  remarques  fondamentales  et  rapprochons  les  équations  (3)  et 
(4),  nous  serons  conduits  à  appliquer  aux  deu.\  membres  de  (.3i  le  symbole  Vî^'^ct  à  voir 
si  l'on  peut  ramener  celte  identité  à  la  forme  (4).  S'il  en  est  ainsi,  le  problème  sera 
résolu  par  une  nouvelle  application  du  symbole  v,- 

L'intégrale  qui  figure  au  premier  membre  de  (?>)  est  étendue  à  la  variété  1{  définie 
par  les  relations 

r  =  0,         S  (œ,  y)  >  0 
c'est-à-dire  par 

...-.  — a;.°  =  0  t=l,2 p\  S(,-';,  y)>0. 

La  position  de  ce  champ  d'intégration  est  indépendante  de  (y/)  ;  nous  pourrons  dilTé- 

rentier  sous  signe  I  par  rapport   à  ces  quantités   considérées  comme  des  paramètres 

variables. 

Il  n'en  est  pas  de  même,  en  général,  du  second  membre,  car  la  frontière  (F,,)  dépend 
de  toutes  les  coordonnées  du  point  0  (i'",  )/"). 
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Appliquons  donc  le  symbole  \/  au  coefficient  dilTérenliel  du  premier  membre  de 
(3).  Le  facteur  t''  ~  ^  ~  ^  est  le  seul  qui  dépende  de  ((/").  Posons 

m^'/  -~  p  —  2, 

on  sera  ramené  à  la  forme  (i).  si  l'on  peut  trouver  le  nombre  a  tel  que  l'on  ail 

m  -T-  a  —  2       >.  -r-  p  —  7  —  4 
!^  =  2 "^ 2 

Nous  supposons  p  et  q  Ions  les  deux  impairs.  Dans  ces  conditions  il  faudra  prendre 
pour  X  un  nombre  pair  tel  que 

l-hp-q  —  i>0. 

D'ailleurs,  dans  ce  cas,  m  =  >  —  p  —  "2  sera  un  nombre  impair.  Les  deux  conditions 
exigées  par  l'inversion  seront  donc  remplies.  Si  en  outre  les  conditions  relatives  à  Vi- 
sont  aussi  remplies  pour  la  valeur  choisie  de  X,  ce  qu'il  est  évidemment  possible  de 
supposer  d'une  infinité  de  manières,  on  aura 

Appliquons  encore  une  fois  le  symbole  v.  «'  tenons  compte  de  5),  on  aura  finalement 

(A)  Po,  U(x„y,)  =  V,-       -i  /     (N,  -,,  -  ^  -^)^"^  +  «-" 

P,=  ;,-2)(v-2)A().-^-2ili,Q,Fp-:i^-,^t-^,^-^+>..l.) 
Le  nombre  À  est  pair  et  satisfait  aux  conditions 

^4^  -T-  À  —  1  >  0,  ).  -H  /)  -^  9  —  2  >  II,  p  -^  >  >  0. 

Tout  ce  que  nous  vencns  de  dire  sur  la  n'-j:ion  (F)  s'applique  mulatis  mutandis  à  la 
région  (0,. 

Nous  ferons  choix  de  la  solution  particulière 
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Nous  isolerons  la  variété 

T  t  =  0,  S  (r,  y)  >  0 

par  le  cylindre 

(T)  /  —  T,  =  0 

et  l'on  aura  la  relalion 

•-^('',)  +  (t)  +  (5)  ■ 

Le  passage  à  la  limite,  lorsque  r,  lend  vers  zéro,  donnera 

*^T  «^  (F,) 

Désignous  par  Vj/'e  symbole 

et  par  Xi'"''  ce  symbols  répété  fx  fois.  Los  raisonnements  que  nous  avons  faits  sur  y,^ 
s'appliquent  sans  modification,  à  condition  de  changer  (y")  en  (x"),  et  l'on  aura  la 
deuxième  formule  : 

(B)  Q.  U  (.r„  y,)  =  v."^-2 /     [v,  '-^  -  U  '-^)  rf.„  . ,  _  , 

0„  =  -T„(p-2iB().  +y-2)Q, 

B  (tu)  =  m  (m  —  2)  ...  (4  —  p)  {p  —  2  -+-  m)  (p  —  2  -+■  7n  —  2)  .  .  4.  2. 
Le  nombre  >■  devra  ôlre  pair  et  satisfaire  aux  conditions  suivantes 

e_^// _H  X  _  i  >  0,  X-i-p-h</  —  2>0,  7-4-X>0. 

31.  Résolution  d'un  problème  d'inversion.  —  L'inversion  de  l'intégrale  (3)  par 
l'emploi  du  symbole  V  nous  suggère  le  prubléme  suivant. 
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On  donne  la  relation 


f. 


(7)  /    G  (0  A  {y)  cl-.,  =  H  (y"),         t  =  .     /     ^   (y,  -  ///? 


dans  laquelle  le  premier  membre  représente  une  ititéfjrale  étendue  à  un  domaine  à  q 
dimensions  indépendant  des  variables  iy"),  G  et  H  des  fonctions  déterminées  et  h  une 
fonction  inconnue,  qu'il  s' agit  d'obtenir  par  inversion.  Trouver  toutes  les  formes  de 
la  fonction  G  (t)  qui  permettront  d' effectuer  l'inversion  par  Inapplication  d'xm  nombre 
fini  de  symboles  V.;- 

Si  l'on  interprète  h  (y)  comme  une  densité,  G  (t)  coninio  une  loi  d'iiltraction  ne\v(o- 
nienne  dans  l'espace  à  q  dimensions.  Il  (y")  sera  le  potentiel  en  (//  provenant  de  l'ac- 
tion des  masses  du  domaine  R.  L'inversion  de  l'intégrale  revient  donc  a  trouver  la 
distribution  des  masses  quand  on  connaît  la  loi  d'attraction  et  la  valeur  du  potentiel  en 
chaque  point. 

Il  est  tout  d'abord  facile  de  voir  (jue  ce  problème  n'est  pas  toujours  possible,  si  l'on 
se  donne  arbitrairement  la  loi  d'attra*  lioa  et  le  potentiel.   Dans   le  cas  de  q  =  'A,   par 

e.\emple,  la  formule  de  Poisson  résout  le  problème  lorsque  11  (<)  =  ;•   -^'^'^  *'    '  '  "    '"^ 

G  tj  T=P  {t-},  V  désignant  un  polynôme,  le  problème  est  impo-sible  ou  in<btçrminé. 
Considérons,  par  exemple,  le  cas  où 


G  (t)  =  e-  =  (!,,  -  y,")'  +  (y,  -  y,')'  +  (y,  -  y,")' 
et  soil 


/' 


(y.  -  y.'i'  +  (y,  - 1/,')'  +  dh  -  y/;"]  /'  t.'/..  //..  y,)  d-.,  =  h  O/.",  y,\  y,"]. 


Le  premier  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

V  A^  y^o-  -    V  |î_  ,/,»-+- C 
en  posant 

Ai=  I    h  (y„  y,,  y.,)  dz,,  B,  =  —  2    /    y,  h  ()/„  y.„  y^)  d-..„  ... 

Si  H  (y",,  y'j,  i/'j)  n'est  pas  de  celte  forme,  le  problème  sera  impossible.  I)an« 
le  cas  contraire,  il  sera  indéterminé,  car  on  pourra  toujours  disposer  d'une  infinité  ili' 
fcii.ons  de  la  fonction  h  pour   satisfaire  à  ces  équations.   Le  même  raisonnement  s'aji- 
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plique  évidemment  à  tout  polynôme  P  1-).  Dans  ce  cas  si  l'on  applique  le  symbole 
de  Poisson  un  nombre  suffisant  de  fois,  on  sera  conduit  à  une  identité  de  la 
forme 

V  H  iy")  =  0 

à  laquelle  H  [y" ,  devra  satisfaire.  Mais  celte  identité  est  une  conséquence  de  celles  que 
l'on  obtient  en  dérivant  les  deux  membres  un  nombre  suffisant  de  fois  par  rapport  à 
chacune  des  variables  ij". 

Ainsi  pour  le  cas  de  G  (<-)  =  t-,  on  devra  avoir 

■-^H  (y,°)  _  Q  'V^H  (y.°)  ^  ^ 

(i,J=l,2,...,q). 

Supposons  donc  que  le  problème  soit  possible.  On  pourra  alors  trouver  un  nombre  ix 
tel  que  l'on  ait,  en  désignant  par  B;,  une  constante. 

Il  revient  au  même  de  dire  que  l'on  pourra  trouver  un  entier  [x.  tel  que  la  fonction 
G  (t)  satisfasse  à  l'équation  dilférentielle 

V/G(0  =  0. 

Effectuons  l'opération  indiquée,  le  résultat  sera  de  la  forme  suivante,  où  les  B  sont 
des  constantes, 

<2!-  G(*!^)  +  B.  /2^  -  1  G(2!^  -  »)  +  ...  +  B^^  _  1  /G'  =  0. 

Nous  sommes  ramenés  à  intégrer  cette  équation   en  supposant   les  nombres  7  et  j^ 
arbitraires  mais  entiers  et  positifs. 

Les  solutions  particulières  sont  de  la  forme 

G  =  <»  [C„  -^  G,  (log  0  +  C,  (log  0'  +  -  +  C*(Iog  0"] 

où  %  est  une  racine  multiple  d'ordre  /.■  4  I  do  l'équalion  déterminante.  Sans  résoudre 
directement  cette  dernière  équation,  on  peut  obtenir  un  nombre  suffisant  de  solutions 
indépendantes. 

Substituons  t^.  On  a  vu  que  l'on  avait 

V/  <*  =  a  (a  —  2)  .. .  (»  —  2  (x-H  2)  (a  -I-  î  —  2)  (i  -t-  ?  —  4)  ...  («  -f-  r/  —  2  hV*  -  ^1^. 
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Le  second  tiiemhre  s'annule  pour  les  ileu.v  séries  de  valeurs 

a  =  (0,  2,  4,  ....  2\x  —  2), 

«  =  (2  —  p,  4  —  p,  ....  2  [^  —  cj). 

Chacune  de  ces  deu.x  suites  donne  u  valeurs  de  a;  mais  ces  valeurs  ne  senint  pas 
toujours  dilTérenles. 

1°  q  impair.  Les  nombres  de  la  première  suite  sont  [)air's,  ceux  de  la  seconde  impairs. 
Toutes  les  valeurs  sont  distinctes  et  il  leur  corrcspnn<lra  2  j/.  solutions  évidemment  in- 
dépendantes. On  aura  par  suite  pour  intégrale  générale 

G  0  =  «u  -^  «i*"-i-  •••  -^%-i  t^'-^~  "-t-i-o  <--«  +  «',  <'-«-+-...  -^b.^_it^-^-9; 
ou  bien  encore 

(8)  G(0  =  A,,_i(i-)-+-  /■-■'n,^_i(<^), 

A.jL  _  1  et  B^,  _  j  sont  des  polynômes  en  t-  dont  les  degrés  sont  marqués  par  les  indices. 
2"  q  pair.  Ce  cas  se  partage  en  deu,x  autres. 

a)  2[i  —  (y  <  0         ou         a  <;  ^. 

Les  nombres  de  la  première  suite  sont  ]iositifs,  ceux  de  la  seconde  négatifs  et  i)ar 
suite  on  aura  encore  2;ji  solutions  distinctes.  L'intégrale  générale  aura  la  même  fnrnie. 

b)  2h-'/>0,         ^>^. 

Soit  2  ,u  —  q  7=  21.  Les  deux  suites 

0,  2,4 2/,  ....  2;;l  —  1  ; 

2  —  q,  4  —  V,  ...  .         —  2,  0,  2,  ... ,  2/ 

ont  (X -t-  1)  valeurs  communes.  Fuur  trouver  d'autres  sohitiuns  nous  substituerons. 
/'  log  t  et  nous  représenterons  par  a,  h  des  constantes  ;  il  vient 

V^/Mog  <  =  a„<"  -  ^''  log  t-^-h,l''  -'^''. 
Si»  =  2A, 

<i  t 


et  par  suite 


V  <    log  /  =  a,,  l 

9 
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Si  l'on  a  —  2 /<  =  2  —  ![,  iino  nouvelle  opéralion  Vv  donnera  zéro.  On  devra  donc 
prendre 

,/ 2 

h  =  i-^, ,  A-  -H  A  -H  1    <  (X 

ce  qui  donne 

A"  <^  ,a  —  '^        ou         A  <^  X. 

On  obtiendra  doue  de  cette  façon   À  -i-  1)  solutions  logarithmiques  correspondant  aux 
valeurs  0,  1,  2,  ...,  ).  de  k. 

L'intégrale  générale  sera,  avec  les  notations  déjà  usitées, 

(9)  G  (0  =  A^  _  1  (l^)  -H  r'-i  Bî  (f)  -h  log  <  C|^  _  ?  [t^). 

Les  formules  (7    et  (8)  vont  nous  permettre  de   résoudre  complètement  la  question 
que  nous  nous  étions  proposée.  Deux  cas  sont  à  considérer  suivant  la  parité  de  q. 
["  q  impair,  q  =  '2q'  -+-  1. 
La  forme  la  plus  générale  sera 

(10)  G(<)  =  <2«  +  l  +  p„^^,  (<.),         2n  +  l>2-^. 

On  aura,  en  effet, 

m\  ^"  +  5''r(^A       A(2n-|-1)    ,  , 

(H)  x^^  G («)  =        ^^_2 —  -H  const. 

(12)     A(2«-H  ^)  =  (2M-^l)(27^—  1)  ...(!_,/)  2«  +  */— 1)  (2w -t-ç  — 3) ...  4  2 

On  parviendra  à  des  identités  en  partant  d"une  fonctit)n  de  la  forme 

où  le  second  membre  désigne  un  polynôme  de  degré  m  en  (-.  Sil'on  différentie,  il  vient 

A,3m+!!  — AP     (fi\ 

(1*)  -^^ "^^^'l   =0.         a, +  »,  +  ...  +  «,  =  2ot +  2 -A 

^y\    >\'/!  '  •••  ^y"  ' 

h  désigne  le  nombre  des  variables  (//M  qui   interviennent  dans  la  dérivation.  Toute 
aulre  forme  ne  nous  conduira  à  aucun  résultat. 

2°  q  pair,  q  =  2q'  -+-  2. 

Nous  pourrons  utiliser  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 

(15)  G'(0  =  ^r„  +  P,-n(O.        2n<?-2,        «>0. 

(*6)  G^(0  =  <^"log  <+?,,  +  ,.(?'),        «>0. 


Dans  le  premior  cas,  on  .uiid 
(17)  Vj  -  "  G'  (0  =  ^^^j=^  --  const. 

(18)A(-2«)=2n.(2«-+-2)...(4-r/,(«-î-2  (2« -7- i) ...  (2^^-4^(2n-2) 
el  dans  le  second 

(19)  T*^'-"G=(0  =  ^ 

(20)  C;2«)  =  (-  1K-'  (2.4 q  -  4)^  2.4  ...  2«.</.?  -4-  2 ?  +  2n  -  2. 

Enfin  si  l'on  adopte  la  forme 

on  aura  les  m.-mes  identiti-s  que  pour  y  impair. 

Revenons  a  la  fonction  Y  qui  nous  a  .ervi  d'auxiliaTe  pour  delermmer  I  m  egrale  et 
supposons  que  Ton  soit  placé  dans  la  région  P),  nous  pouvons  énoncer  le  théorème 
qui  résume  et  précise  la  marche  suivie  : 

Théorème.  -  ^«.pposo;»  que  l'on  soit  parvenu  à  déterminer  une  fonction  \  (x,  >) 
qui  satisfasse  à  la  fois  à  V équation  !"■  ^  V  =  0  et  aux  conditions  suivantes  : 

1°  Elle  s  annule  sur  la  variété  conique  r-  —  t-  —  0.  ,  „  „ 

2»  Elle  est  discontinue  sur  la  variùé  r  =  0  de  telle  sorte  que  st  r  tend  vers  0  l  on  a 

li.nW— 'V  =  0, 

dr 

la  fonction  G{i)  ayant  l'une  des  formes  qui  permet  d'effectuer  V inversion  de  Vinté- 
orale  1 7  par  l'application  d'un  nombre  fini  de  symboles  \,. 

On  peut  à  l'aide  de  cette  fonction  détei.niner  la  valeur  prise  au  somme  de  la  va- 
Ju  l  -  t»  =  0 par  une  intégrale  U (x,  y)  de  l'équation  A- ^  L  =0  lorsque  Ion 
Tonnait  ses  valeurs  et  celles  de  sa  dérivée  conormale  sur  la  frontière  (F,)  du  domaine 
(P)  défini  précédemment. 

La  solution  sera  de  la  fonne  suivante,  où  K»  désigne  une  constante, 

K„U(.--»,!/°)  -  s\    /  (^'  'S  -  ^^  S)  ''■''•  +  '-'■ 
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Si  an  contraire  G(l)  se  réduit  à  un  prAynôme  en  t-  de  degré  m,  on  obtiendra  des 
identités  de  la  forme 

a,  -h  Xj  H-  ■..  -1-  3,,  =  2;/i  -h  2  —  h, 
h  désigne  le  nombre  des  variables    i/^-^  q^ii  intervieniicnl  dans  la  dériratinn. 

32.  Les  intégrales  principales  et  la  résolution  de  l'équation  A'"'L'  =  0.  — 

Après  les  détails  que  nous  venons  de  donner,  il  ne  reste  plus  qu'à  signaler  les  valeurs 
particulières  des  fonctions  V  qui  permettent  d'obtenir  soit  une  solution,  soit  des 
identités.  Nous  passerons  en  revue  les  divers  cas  en  supposant  toujours  p  et  q  supé- 
rieurs à  deux.  Pour  éviter  des  redites,  nous  nous  supposerons  toujours  placés  dans  la 
région  (P). 

1»  p  et  q  impairs.  —  La  solution  est  fournie  par  la  formule  (A).  On  aurades  identités 
si  l'on  remplace  À  dans  Vp  pnr  un  entier  impair:  il  viendra 


.■>U        ,,  cA'pN 


a,  H-  Ko  -+-...  -h  a,  =  >.  -H  2:*  —  '->  X  =  2  rt  -h  1  ; 


comme  précédemment  /(  représente  le  nombre  des  variables  (iff)  qui  figurent  dans  la 
dérivation  et  ).  devra  satisfaire  à  toutes  les  autres  conditions  exigées  pour  l'emploi  de 
l'intégrale  Vp. 

2"  p  pair  et  q  impair.  —  On  aura  la  solution  en  remplaçant  dans  (A)  l'entier  ^  par 
un  nombre  impair  satisfaisant  à  toutes  les  conditions  qui  sont  énumérées.  La  forme  de 
la  constante  P„  ne  sera  pas  modifiée. 

Pour  avoir  des  identités  on  devra  au  contraire  prendre  X  pair. 

Tout  cela  résulte  de  ce  que  dans  la  relation  (3)  figure  t  '  où  p  est  pair  par 

hypotbèse. 

•3» /)  impair  et  q  pair.  —  On  aura  des  identités  en  appliquant  la  formule  iC)  avec 
X  imjtair. 

Pour  obtenir  la  solution,  nous  devrons  recourir  pour  G(/)  à  l'une  des  formes  (15) 
ou  if)  .  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  la  solution  Vp  ne  saurait  convenir.  Mais  nous 
pourrons  employer  l'intégrale  (IIJ)  du  numéro  25.  Elle  est  de  la  forme 


W.  =  V,  log  t  +  V.  C  (pj 
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où  \v   esl  l'intégrale     Ij  du  numéro   24  el  C  ( -J   une  fonction  que  nous  avons 
étudiée.  On  aura  encore,  lorsque  >•  tendra  vers  0, 

lim.  r''~*  Wp  =  0; 
mais  en  outre 

lim.  r^-^  ^^  =  log  .. /---^2  _  p).  F(4li.  ^^-^,  ^  +  ).  l). 

La  formule  correspondant  à  la  relation  ;3)  sera 

On  peut  appliquer  le  symbole  ^^.  Si  l'on  tient  compte  de  (il)   on  aura 


P,  =  —  R„  {q  —  2)  0,  C  u.  -f-  p  —  2 

Le  nombre  X  est  impair  et  satisfait  aux  con(li(ions 

'■^-3  H-  À  —  l  >  0,  À  +  p  4-  î  —  2  >  0,  ^,  +  ),  >  0, 

et  C(2;i    est  définie  par  la  relation  (20  . 

i°  p  et  'j  sont  tous  hs  deux  inipcnrs.  —  On  aura  la  solution  en  remplaçant  dans  (D) 
le  nombre  >•  par  un  entier  pair.  Les  identités  s'obtiendront  de  mùme  par  appliciilion 
de  la  formule  (C   avec  une  valeur  paire  de  > . 


33.  Cas  où  l'un  des  nombres  p  ou  q  est  égal  à  deux.  —  Si  l'un  des  nombres 
p  ou  'y  est  égal  il  dcii.x  on  se  trouve  dans  l'un  des  trois  derniers  cas. 

i"  p  =  2  el  q  impair.  —  Nous  prendrons  pour  intégrale  principale  la  fonction  V-, 
étudiée  au  numéro  24 

Y^^r/'^Px)   log^-i-Q(A-)]. 
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On  aura,  lorsque  )■  tendra  vers  zéro, 

lim.^•V^.  =  0, 
lim.  r  "  =  R.,  i'\ 


r 


Ko  =  —  2 


2\-i-q-2 


r  (  11^  1  r  (  — 1 


Le  calcul  s'achève  comme  précédemment.  Si  l'on  prend  pour  X  ime  valeur  paire,  on 
sera  conduit  aux  identités  (C),  où  W  doit  être  remplacé  par  V^,.  Si  l'on  prend  au  con- 
traire une  valeur  impaire,  on  aura  l'intégrale  par  la  formule  (Ai.  Pour  avoir  la  cons- 
tante, on  devra  remplacer  dans  P„  l'expression  R„  par  la  valeur  trouvée  précédemment 
multipliée  par  2n. 

2°^  est  impair  et  q  :^2.  —  Pour  ce  cas  les  intégrales  Vp  et  \Vp  ne  cessent  point 
d'être  valables.  Les  formules  (C)  et  (D)  résolvent  le  problème  en  ayant  soin  de 
choisir  X  d'après  les  indications  déjà  données  pour  ç  pair  et  p  impair. 

3°  p  =  2  e/  5  est  pair.  —  Nous  devrons  recouiir  à  l'intégrale  W^,  du  numéro  2o. 
Les  raisonnements  sont  les  mêmes  que  pour  p  =  2  et  ^r  impair  ;  la  valeur  de  R„  est 
aussi  la  même.  Les  formules  (D)  et  (C)  résoudront  ainsi  le  problème  et  dans  les  deux 
cas  on  devra  prendre  pour  X  une  valeur  paire. 

Les  résultats  sont  particulièrement  simples  dans  le  cas  où  p  =^  2,  ç  =  2. 

On  prendra  pour  intégrale  jjrincipale 


(IV)' 
et  l'on  a 

pour 

La  relation  (3)  deviendra  ici 


V=lognog'-^      /'  ^i^log(l-M^) 


lim.  (■V  =  0, 
lim  r  r-  =  loff  t 


lim  r  =  0. 


I     logt.V{x\,x%;y„y,)ch,=     j      (v  ^' -  U  *g) 

'R  .  u/-R>     ^     ■  ^ 


*^R  •  -^(F,,) 


1 
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et  on  aura,  en  efftctuant  l'inversidn  : 

(D)'  U(x»„^%;y»„  ./,)  =  - 5^ 


rf^. 


Si  au  lien  de  l'intégrale  (IV)'  nous  prenons  la  solution  évidente 

V  =  ..(?). 

la  formule  (3)  nous  conduira  à  Téqualion  de  condition 


f 


'i^r) 


■»K0'^-" 


ûloa 


Le  premier  membre  est  indépendant  de  v°i  et  de  (/",,  il  en  doit  être  de  même  du 
second.  Nous  voyons  donc,  ici  encore,  que  l'on  ne  saurait  se  dcuiner  arliitrairemenl  les 

valeurs  de  U  et  -r  ;  elles  doivent  satisfaire  aux  identités 
(il  ' 


(C)' 


=  0, 


II.  —  lnle$>;ralioii  «le  r«'qiialion  A.vU-t-KU  =  0. 


34.  La  formule  fondamentale.  —  Les  raisonnements  du  paragraphe  précédent 
peuvent  s'étendre  à  l'équation 


A'-.'U  -i-KU  =  0, 


P  'I 

,  =  1  >  =  1 


—  !)i  — 
Conservons  les  mêmes  notations,  la  formule  (1 1  nous  donne  immédiatetnent 

(II)     /  [V(A'-U-hKUj-U(A'viV  +  KV;;]rf-:,^,+    /  (\r^^--\]^l)ch,.  + ,_,  =  0 


/(vf.-^S)< 


Nous  appliquerons  ceUe  relation  pour  le  domaine  (P)  défini  au  numéro  28.  Noms 
prendrons  pour  U  (x,  y)  l'intégrale  de  A''''U  -t-  KU  =:  0  déterminée  par  ses  valeurs  el 
celles  de  sa  dérivée  conormale  sur  la  surface  fermée  S  [x,  y)  =  0.  Pour  V  nous  pren- 
drons l'intégrale  (V)  du  numéro  26 

(V)  Zp  =  V.  {y  -  Kv)  ^     '  /  j^^  ^     _  _     (v/  -  Kr  ) 

3>i  désigne  une  fonction  de  Bessel  et  Vp  l'intégrale  (1)  du  numéro  2i. 

Dans  cette  intégrale  la  fonction  Vp  seule  est  discontinue  sur  la  variété  r  =  0.  Nous 
isolerons  celte  discontinuité  à  l'aide  du  cylindre 

R)  )•  —  £  =  0, 

et  nous  a])pliquerons  la  formule  (II). On  aura 

Faisons  tendre  î  vers  zéro,  les  raisonnements  du  numéro  29  ne  sont  point  modifiés 
essentiellement.  En  effet  Zp  ne  diffère  de  Vp  que  par  la  présence  du  fanteur 


iiL+A  +  y.-l]  


2 


il±î  +  x_i 


qui  se  comporte  comme  nno  fonction  entière  de  v  et  se  réduit  à  un  pour  r  =  0,  c'est- 
à-dire  pour  r  =:  t. 

La  fonction  Z,.  s'annulera  donc  sur  le  cône  caractéristique  el  l'on  aura 

lira  r'-'  Zp  =  0 

lim  r"-'  '^i-  =  (2  -;,)  F  Ç^-^  ^-^'  ''-^^  -h  ),  l)t'-+P-^G  (Kt^) 


—  'Jo  — 
pour 

lim   )'=:0, 

en  posant 


(21)  (;(K<-j-  V 


=  0     \     -  / 


Finalement  il  vient  la  relation  que  nous  voulons  étalil 


(22;  J«  Jn-„) 

Si  l'on  suppose  que  K   tende  vers  zéro,  l'intégrale  Zv   lend  vers  l'intégrale  Vi.  e(  à  la 
limite  la  relation  (22)  se  réduit  à  la  relation    3),  comme  on  devait  s'y  attendre. 

La  formule  à  laquelle  nous  venons  de  parvenir  ne  se  prête  point  à  l'inversion  de  la 
fonction  U  par  l'application  d'un  nombre  fini  de  symboles  v,^  car  l'expression 
G  (Kt-)  t^  +1'  —  ^  n'est  pas  une  intégrale  de  l'équation 

VH-,,  G  (ij  =  0. 

Ce  cas  est  l'analogue  de  celui  que  nous  avons  résolu  en  second  lieu  au  numéro  lli  |iar 
l'application  de  la  méthode  des  approximations  successives.  Nous  allons  voir  que  le 
même  procédé  peut  encore  être  utilisé,  grâce  aux  propiiélés  du  symbole  7,. 

36.  Inversion  par  1  emploi  du  symbole  V,  combiné  avec  la  méthode  des 
apprYJximations  successives.  —  .Nous  commenceiotis  par  cflectuer  l'inversion  de 
l'intéirrale  suivante 


(23)  /    G(r^)p^^/-,=  II(yO);  t    = 


.'j'jy 


(}(t^)  désigne  une  fonction   régulière,   ne  s'annuiant  [)iiitit  pour<-  =  0;  II  (//")  e>t  une 
fonction  bien  déterminée  des  variables  (i/",,  ij".^,  ...,y",^ic[  h  (y    représente  une  fonction 
inconnue  des  variabli's  (i/,,  1/^,  .,,,  y,^.  Le  domaine  R  est   supposé  indépendant  des 
variables  (y")  et  l'intégration  s'effectue  par  rapport  aux  variables  (ij). 
Appliquons  au.K  deux  membres  de  (23)  le  symbole 


On  pourra  dériver  sous  signe  somme  dans  l'intégrale  qui  figure  au  premier  membre. 
Tenons  compte  de  la  relation  généralisée  de  Poisson  et  de  la  relation 


V,  f[t)  g  (0  =  /■(/)  V,^  (0  +  iJ  (0  V,  /•(<)  +  2  ^'''l 


il  vient 


On  en  tire,  en  posant  A=  (î  —  2:  Q,  G  (0)  : 


Cette  formule  permet   l'applicatiijn   des  approximations  successives.  Posons  d'une 
manière  générale 

w  o^       <     rPir         OA'^G       -  p.,»"l  ^n-.(y)  .      ,   V,H(y°) 

on  pourra  écrire 

(25)  /',.  =  ''o  +  C'i  —  K)  +  (''"  —  ''"  -  >)• 

Démontrons  que  le  second  membre  de  (25)  converge,  pour  un  domaine  R  suffisam- 
ment petit,  lorsque  n  croît  indéfiniment. 
Pour  cela  formons  la  différence  ç,.  _;. ,  —  o^ 


, ^ ,  _  o,  =  }.  /  [i  (q  -  2)  ^^,  -  v,G  (ro] 


[hi,  —  ^t-i) 


rfT„ 


Exprimons  rf'c.^  à  l'aide  des  coordonnées  sphériques 

d-.,i  =  t'i-^  dtcU^.^, 

£/w,_,  désignant  l'élément  infinitésimal  de  la  sphère  de   rayon   un  dans  l'espace  à 
7  dimensions.  Représentons  encore  par  iM  le  module  maximum  dans  R  de  l'expression 

i(7-2)^-V.G(<^) 


—  n-  — 

et  par 

I  h,  -  ;,,, ,  I 

le  moliik'  de  h,,  —  //<._,  dans  le  même  espaco,  il  vient 


ou  Lien 


'u+,  —  h,  I  <  I  h,  —  h,,_^  I  MS, 


J. 

Comme  S  tend  vers  zéro  avec  R,  on  peut  loujours  supposer  ce  domaine  asse.  netil 
lur  aue    on  ait  ' 


pour  que  l'on  ait 


MS<  1. 


La  convergence  du  développement  en  résulte  immédiatement 

En  suivant  une  marche  analogue  à  celle  du  numéro  10,  on' démontrerait  que  la  série 
obtenue  satisfait  à  la  relalion  (23). 

37.  Inversion  de  l'intégrale  (22),  lorsque  y  est  impair.  -  Pour  appliquer  celte 
méthode  d  inversion  a  1  intégrale  (22),  il  faut  d'ahord  la  ramener  à  la  forme  (23).  Sup- 
posons, pour  fixer  les  idées,  p  et  rj  impairs.  Donnons  à  X  une  valeur;;«n-e  et  appliquons 

>.  4-  »  -4-  o  —  i 


•>.+p  +q  —  i 


'•  +  P  +  Q  —  4 

au.\  deu.\  membres  de  (22)  le  svmbole  r  2 n., 

P    .,,.  ,,    ,         '.    "^ ->""«"«  V,  ^  .  Un  aura,  en  représentant  par 

G.  {0)  une  nouvelle  fonction  holomorphe  de  (<»)  ne  s'annulant  point  pour  t^  =  0, 

On  est  ramené  à  la  forme  f23j  et  l'inversion  peut  se  faire  par  la  méthode  des  approxi- 
mations  successives.  '  ' 

Comme  d'ailleurs  rien  ne  distinLnie  les  esnarp*  i^Pi  oi  i(\\    i  „  i. 

,        ,       ,         .         .       ,  f' "-" '^^P^'^^s  (r)  et  HJ),  lorsque  l'on  suppose  1)  et  V 

tous  les  deux  impairs,  le  problème  est  complètement  résolu 

Si  le  nombre  rj  seul  est  impair,  il  faudra  donner  à  X  une  valeur /,«;,«,>. pour  pouvoir 
parvenir  a  la  relation  (-2(i)  par  l'application  du  symbole  v^.  La  méthode  des  approxi- 
mations successives  pourra  encore  être  appli,|uée. 

au  résultat.  Il  faudrait  aussi,  comme  d'ailleurs  dans  le  cas  où  les  nombres  ;>  et  r,  sont 
tous  les  deux  pairs,  introduire  des  solutions  logarithmiques.  Nous  n'y  insisterons  pas 
plus  longuement.  •'  ' 
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38-  Extension  aux  équations  à  coefficients  variables.  —  Dans  tout  ce  qui 
précède,  nous  avons  constamment  supposé  que  la  fonction  inconnue  U  satisfaisait  à 
l'équalion  A'';î  U  =  0  ou  bien  encore  à  l'équalion  A''' U -H  KU  ^  0.  Il  ressort  des 
raisonnements  que  nous  avons  faits  que  l'on  saura  aussi  effectuer  l'inlégralion,  lorsque 
ces  équations  auront  pour  second  membre  une  fonction  connue  et  intégrable  des 
variables  (.v,  y),  c'est-à-dire  lorsqu'elles  seiont  de  la  forme 

AMU-+-  KL' =  H  (a-,  ,/). 
II  suffira  de  partir  de  la  relation  fondamentale 


(11)'  Ah  (a-,  y)  cl-., , ,  -^  y  (V  ^  -  U  '^) 


^H'.+.-.  =  o 


où  V  désigne  toujours  une  intégrale  particulière  de  l'équation 
A''  1  U  -i-  KU  =  0. 

Considérons  le  cas  où  la  constante  K  est  nulle.  Nous  devrons  partout,  dans  les  for- 
mules (A),  (B),  (C),  (D),  ajouter  un  terme  qui  correspond  à  l'intégrale  étendue  au 
domaine  D.  En  particulier  si  les  données  à  la  frontière  sont  identiquement  nulles,  cette 
dernière  intégrale  subsistera  seule. 

Supposons,  par  exemple,  p  e\.  q  impairs  et  supérieurs  à  2  et  plaçons-nous  dans  la 

région  (P).  Si  U  et  ■—  sont  nulles  sur  \¥^),  on  aura 

/■+p+g-2  r 

(A)  P„U  {x\  f)=  \,  2  /    Vp  H   .r.  y)  d-.,  +  „ 


où  loules  les  quantités  qui  figurent  auront  la  même  signification  que  dans  la  formule  ^  A). 
Cette  formule  permet  de  tenter  l'inlégralion  par  la  méthode  des  appro.xi mations 
successives  des  équations  à  coefficients  variables  de  la  forme 


A-U^H(U,^\f) 


En  suivant  la  voie  tracée  par  M.  Picard,  M.  H.  d'Adhémar  (')  est  parvenu,  tout 
récemment,  à  résoudre  le  problème  lorsque  H  est  une  expression  linéaire  par  rapport  à 
la  fonction  et  à  ses  dérivées  premières. 

(I)  Sur  une  classe  d'équations  aux  dérivées  partielles  inlégrablesparapî^roximations  successives 
[Comptes-Iiendus,  17  février  1902). 


CHÀPITRK  V 


LES  ONDKS 


—  Les  coiMlîlioiis  «le  eoniptubililé. 


39. _ Les  suriaces  d'onde. —  Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles 
linéaire,  du  second  ordre,  à  quatre  variables  x,  y,  z  e[  t  où  t  désigne  le  temps.  Nous 
supposerons  que  cette  équation  définit  l'une  des  fonctions  caractéristiques  du  niouve- 
ment,  la  fonction  potentielle  des  vitesses  par  exemple. 

Interprétons  le  temps  t  comme  un  paramètre  et  soit,  dans  l'espace  à  3  dimensions 
E(x,j/,  -),  une  surface  /"(x,  >/,  z  ;  0  variable  avec  le  paramètre  t.  Supposons  que  celte 
surface  partage  l'espace  en  régions  variables  telles  que  pour  chacune  d'elle  la  fonction 
caractéristique  du  mouvement  soit  représentée  par  des  dévelop|)emenls  analytiques 
différents.  On  dit  que  la  surface  f  est  une  onde  d'ordre  (n  -J-  1  si  les  développe- 
ments prennent  sur  la  surface,  qitelque  soit  t,  les  métnes  valeurs  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n,  le?  dérivées  d'ordre  (n  -f-  1)  n'étant  pas  toutes 
égales  ('). 

Cette  définition  est  l'extension  de  celle  qui  a  été  donnée  par  Hugoniot  pour  les  ondes 
du  second  ordre.  Nous  allons  la  mettre  sous  une  forme  un  peu  dillérente  de  faron  à 
substituer  à  la  surface  et  aux  régions  variables  une  hypersurface  et  des  régions  fixes, 
dans  un  espace  d'ordre  supérieur. 

Interprétons  le  temps  t  comme  une  coordonnée  courante  et  dam  l'espace  à  quatre 
dimensions  E  x,  y.z;  l)  considérons  une  hijpersurface  fixe  f  (x,  y,  z  ;  t  .  Supposons 
que  cette  hypersurface  partage  l'espace  considéré  en  réf/ions  fixes  telles  que  pour 
chacune  d'elle  la  fonction  du  tnouvonent  soit  représentée  par  des  développements 
analytiques  différents. 

Nous  diro7is  que  cette  hypersurface  est  une  onde  d'ordre  (n  -i-  1)  si  les  deux  déve- 
loppements prennent  sur  la  surface  les  marnes  valeurs  ainsi  que  leurs  dérivées  par- 
tielles jusqu'à  l'ordre  n,  les  dérivées  d'ordre  (n  -h  i)  n'étant  pas  toutes  égales. 

(I)  Voir  DuHEM,  Cours  de  i809-19OO.  Voir  aussi  M.  Hadamard,  Sur  la  propagation  des 
oniles  Bulle'.in  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXIX,  p.  50-60  ;  lOOlj. 
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Géométriquement  la  première  définition  revient  à  considérer  les  fections  de  l'hyper- 
surface  f{x,  y,  z,  I)  par  les  variétés  /  ;=  const. 

Dans  tout  ce  qui  suit  nous  ferons  usage  du  dernier  mode  de  représentation  qui  per- 
met de  simplifier  considérablement  la  théorie  et  rend  intuitif  la  plupart  des  résultats. 
Nous  désignerons  par  front  de  fonde  toute  section  de  l'hypersurface  f[x,  y,  s  ;  t)  par 
les  variétés  t  =^  const. 

40.  Relations  entre  les  données  initiales  et  les  multiplicités  d'éléments 
unis-  —  Un  rapprochement  fort  simple  va  nous  permettre  de  rattacher  toute  la 
théorie  des  ondes  à  celles  des  surfaces  caractéristiques.  Considérons  l'hypersurface 
f[œ,  y,  z  ;  ^^  ^  0  que  nous  supposerons  onde  d'ordre  n  -v-  1)  pour  la  fonction  carac- 
téristique d'un  mouvement  satisfaisant  à  l'équation 

(1)  F(«)  =  0. 

Soient  r,  et  U^  les  développements  analytiques  de  u  dans  deux  régions  conliguës 
séparées  par  f. 

Nous  pouvons  regarder  les  valeurs  prises  sur  /par  les  intégrales  et  leurs  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  n  comme  des  données  initiales.  A  ce  point  de  vue  dire  que  l'équation 
(1)  admet  /"(.r,  ?/,  z  ;  t)  comme  onde  d'ordre  h  revient  à  dire  que  l'équation  (1)  admet 
deux  intégrales  analytiques  différentes  prenant  avec  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  les 
mêmes  valeurs  sur  cette  hypersurface.  Si  n  est  au  moins  égal  à  l'ordre  de  l'équation, 
le  Problème  de  Cauchy  est  indélertniné.  Par  suite,  si  l'on  se  reporte  à  ce  qui  a  été  dit 
au  Chapitre  I  sur  celle  indétermination,  il  faut  que  les  deux  conditions  suivantes  soient 
remplies  : 

{"Les  valeurs  sur  l'hypersurface  formen t  xinemtiUiplicité d'éléments u?iis  d'ordre  n. 

2°  L'hypersurface  r(x,  y,  z  ;  t)  est  une  hypersurface  caractéristique. 

Nous  allons  examiner  successivement  ces  deux  conditions  et  nous  verrons  qu'elles 
contiennent  toute  la  théorie  des  ondes. 

Cherchons  d'abord  les  conséquences  que  l'on  peut  tirer  de  la  première  et  pour  cela 
formons  la  difîérence 

U,  —  Uj  =  U. 

C'est  une  intégrale  de  {\)  qui  s'annule  sur  l'hypersurface  avec  ses  dérivées  jusqu'à 
l'ordre  n,  les  dérivées  d'ordre  n  -+-  1  71'élant  pas  toutes  milles. 

Si  nous  nous  reportons  à  la  formule  ('.()  du  numéro  4,  on  aura  pour  l'expression 
d'une  dérivée  quelconque  d'ordre  n  -\-  1 


_y (n  +  1) 


hx"  i>y^  ôzTf  h"  ~Px'y?  zt  (S  ^  '°'   ■" 
Mais  ici  on  doit  avoir  identiquement 


(Ào-  '-. >-  +  1)  A         (a  +  p  +  Y  -+-  s  =  W  +  !)• 


(A)  ,-      .  •    ^  /        n  '"'  +  ^'  +  '<'  +  *'  ^ 
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ce  qui  nous  donne 

X„=X.  =  ...  =  À„^0, 

et  il  vient 

'^a^yfzit'^        \   >     '  ni/  "^'\^ax/    YyJ   \(<3/    \dtj 

On  est  ainsi  conduit  à  la  proposition  suivante  : 

THÉORÈMB  I.  —  Sur  ttue  surface  d'onde  d'ordre  fn  h-  1)  les  dérivées  d'wdre  (n  ■+■  1) 
d'une  fonction  doivent  t'tre  de  la  forme 

^'  ?x».v^^"''.m5         w)  ^W  W/  vt) 

M.  Hadamard  (')  a  indiqué  une  autre  expression  des  dérivées  qui  résulte  immédiate- 
ment de  cette  forme  générale.  A  l'instant  t  considérons  la  normale  au  front  de  l'onde 
dans  l'espace  à  trois  dimensions  Ej  (x,  y,  z)  et  posons 

Substituons  dans  (2),  il  viendra 

c:^ :;. = «•  »'  '■-  {\/ZfT "•■  - '■  g)'  '-. ..  c  -  ?  *  -, + -^ = » + ». 

Si  l'on  fait  successivement  (o  =;  0,  1,2,  ....  n  -r-  1),  on  aura  n  -\-  2  sortes  de  dérivées. 
Posons 

)i  +  1  ~  S  /.  A  5 


>....(v/^.)"^-'('D-  =  A 


Nous  aurons,  d'une  façon  générale. 

'  P^ly  r5  =  A  ';  ^  ,  a»  6?  cr        (a  +  ?  +  ,  +  S  =  n  -l-  1  ) 

»  +  1  ~'    >.  -r  1   \'û«/^/V/-' 

Le  Ihéon-me  énoncé  par  .\1.   Hadamard  et  utilisé  par  .M.  Duhem  dans  ses  recherches 
sur  le  théorème  d'Hugoniot  en  résulte  immédiatement  : 

(»)  Voir  la  noie  Sur  la  propagation  des  ondes.  Voir  auaei  M.  Appell,  Traité  dr  mécanique  ra- 
tionnelle, t.  III,  p.  296-318  où  se  trouvent  développées  certaines  formules  de  M.  Hadamard. 
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Théorème  II.  —  Sur  un  front  d'onde  les  dérioées  (Cordre  (n  -h  1)  peuvent  se  parta- 
ger en  (n  -i-  2)  catér/ories  qui  s'expriment  à  l'aide  de  (n  +  2)  vecteurs.  Ces  vecteurs 
sont  en  progression  géométrique. 

^/_ 
La  raison  de  la  progression  --=^  a  une   signification  remarquable.  Considérons 

v/a.(/') 

deux  fronls  d'onde  qui  correspondent  aux  sections  de  l'hypersurface  par  les  variétés  t 
et  <  -t-  c/<  inlîniment  voisines.  Dans  l'espace  à  trois  dimensions  on  aura  deux  surfaces 
f  (r,  y,  z\  <)  et  /■'  (x,  y,  z  :  t  -^-  dt)  infiniment  voisines.  En  un  point  {x,  y,  z)  de  la 
première  les  cosinus  directeurs  de  la  nomale  sont  a,  b,  c  et  soit  dn  la  longueur  de  la 
normale  comprise  entre  /"et  f,  on  aura 


et  par  suite 


d'où  l'on  lire 


f  {v  4-  adn,  y  ■+-  bdn,  z  -t-  cd?i,  l  -(-  rf?)  =  0 


o<         \KC  <>y  >>;    ■/   dt 


dn  _       f^/     l 

(Il  —  ~  Vt  ^7^.- 

C'est,  au  sens  d'Hugoniol,  la  vitfiss<!  de  propagation  comptée  po-sitlvemciil  lorsque  la 
surface  /"'  s'est  déplacée  vers  la  région  positive  du  front  d'onde,  l'our  la  suite  nous 
conviendrons  d'appeler  vitesse  de  pro[)agaliori  l'expression 

''  \/a,/' 

Dans  ces  conditions  la  raison  de  la  /iruf/resslon  est  égale  à  la  vitesse  de  propagation 
de  l'onde. 

Ces  propositions  sont  donc  des  conséi|uences  immédiates  de  la  formule  (2).  La  dis- 
tinction des  dérivées  en  n  -i-  1  catégories  provient  uniquement  do  ce  que  ces  dérivées 
ne  sont  pas  exprimées  symétriquement.  VAlo  est  utile  pour  définir  le  sens  des  vibra- 
tions, mais  dans  les  autres  problèmes  elle  complique  la  question  ;  il  v  a  dés  lors  avan- 
tage à  ne  pas  l'introduire. 

41.  Les  conditions  caractéristiques.  —  L'expression  trouvée  pour  les  dérivées 
d'ordre  {71  ■+■  i)  sur  la  surface  d'onde  est  une  condition  nécessaire,  mais  non  suffisante. 
Ces  valeurs  et  l'hypersurface  doivent  satisfaire  aux  conditions  données  au  numéro 
6  et  que  nous  pouvons  a|)peler  conditions  caractéristiques .  On  les  obtiendra  ici  immé- 
diatement à  cause  des  conditions  spéciales  auxquelles  satisfait  la  fonction  V . 
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Revenons  aux  notations  du  Chajjitie  I  et  supposons  réf|uation  (I)  écrite  sous  la 
forme 

,1)  FiU)r=  VVa,,  ^^I^J;^  +  Vr^^  +  CU  +  D  (.\a-=A,i) 

Si   l'un   dérive  (n  —  1  )  fois,  les  termes  renfermant  les  dérivées  d'ordre  ?i  et  {n  -+-  I) 
sont  les  suivants 

Remj)larons  les  dérivées  par  leurs  valeurs  ;  on  aura,  puisque  toutes  les  dérivées  jus- 
qu'à l'ordre  n  sont  nulles, 


'.*, 

& 

(.€ 

et  par  suite  i 

1  vient 

(5) 

•I> 

^CIL tL 

Nous  supposerons  que  l'on  n'a  pas  identicjuenuMil,  en  tout  point  du  domaine  considéré, 

"  (A  =  0 

La  restriction  est  toujours  possible  à  condition  d'exclure  certains  points  singuliers  de 
riiypersurface  et  l'on  est  conduit  au  théorème  suivant  : 

THÉOBàME  III.  —  Lex  /n/persurface.-i  caraclér/stir/ues  sont  les  seules  /ii/persiirfaccs 
de  l'espace  E{r,  y,  z  ;  t)qui  puissent  être  des  ondes. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  conséquences  que  l'on  peut  déduire  de  cette  pro- 
priété des  ondes,  e.xprimons  auparavant  qu'il  y  a  indéterminalion  pour  le  calcul  des 
dérivées  d'ordre  (n  -t-  2).  Kn  répétant  les  raisonnements  du  numéro  (i  et  en  remarquant 
que  l'on  a  ici 

on  trouve  que  sur  l'onde  on  doit  avoir 


=  0 
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Comme  nous  l'avons  déjà  vu,  celte  équation  linéaire  a  les  mêmes  caractéristiques  de 
Cauchv  que  l'équation  -l»  (/)  =  0,  et  nous  leur  avons  donné  le  nom  de  bicaracléris- 
tiques.  On  doit  avoir  sur  ces  lignes 


(7) 


dx,  —  dl„ 


èi* 


1     /  fi*  îi<J>     \ 


Dès  lors)„_i_,  sera  complètement  déterminé  en  tout  point  d'une  bicaracléristique  dès 
que  l'on  connaîtra  sa  valeur  en  un  point  particulier. 

On  pourra  supposer  que  l'on  se  donne,  en  tous  les  points  d'un  front  d'onde,  cette  valeur 
^a  + 1  par  Ifis  ex|)ressions  que  nous  avons  indiquées  précédemment  et  nous  serons 
conduit  au  théorème  suivant  : 

THÉORÈME  IV.  —  En  tout  ipoint  d'une  surface  (Tonde,  la  fonction  ^n  +  i  <ioit  satis- 
faire à  une  équation  linéaire.  Celle  fonction  est  complètement  détenninée  en  tout 
•point  d'une  hicaractérislique  dès  que  l'on  connaît  sa  valeur  en  un  poiîit. 

Elle  sera  déterminée  sur  toute  la  surface  d'onde  si  l'on  se  donne  sa  valeur  en  tous 
points  d'un  même  front  d'onde. 

Si  d'ailleurs  la  fonction   >-„  +  i  a  été  ainsi  déterminée,  le  théorème  de  Beudon   nous 
permet  d'affirmer  qu'il  existera  une  infinité  d'intégrales  ayant  sur  la  surface  d'onde, 
comme  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  -\-  \,  les  valeurs  correspondantes  de  U. 
Ces  propriétés  donnent  au.K  bicaractéristiques  une  signification  physique  importante. 
Leurs  équations  peuvent  s'écrire 

dx_dy_d£__dl__  —  d\  _  —  d\  _  —  dZ  _  -^dj 

ô*  ô*  ô<ï>  û*  0<1>        '  b<i>  ù*  ô* 

ôX        sY        ôZ        ST  c^x"  c<y  ^z  ùl 

en   posant       X  =  —  ,     Y  =  ~  ,     Z  =  —  ,     T  =  -;  et  en  considérant  dans  le  calcul 

■  bX  i\?/  Il-  ^t 

des  dérivées  partielles  l'  comme  une  fonclion  des  variables  indépendantes  {x,  y,  z,  t\ 
X,  Y,  Z,  T). 

Supposons-les  intégrées  sous  la  forme 

^  =  f  K.  2/0.  ^0.  'o.  ^'o'  Y„  Z„,  T„  ;  t), 

/g^  l   y  =  /.  (^0.  y».  -0-  «0-  ^'o.  Y»,  z„,  To  ;  t), 

^     ^  =  'Ka'o'  yo>  -^0.  'o.  -Xo,  Yo,  Z(,,  T„  ;  t), 
t  =  t. 


Les  trois  premières  expressions,  lorsque  /  varie,  définissent  une  ligne  dans  l'espace 
à  trois  dimensions  V,^(x,y,  z).  Considérons  un  front  d'onde  et  l'enseinble  des  bicarac- 
téristiques issues  de  ses  divers  points.  Si  l'on  donne  à  t  une  valeur  <,  constante,  les  ex- 
trémités de  ces  lignes  seront  sur  le  front  d'onde  relatif  à  <  =  <,. 
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D'autre  part  si  l'on  se  donne,  en  un  point  d'une  bicaractéristique,  les  valeurs  prises  par 
les  divers  éléments  d'une  intégrale,  on  connaîtra  par  le  fait  même  ces  éléments  en  tous 
les  points  de  la  bicaractéristique  Th.  III).  Le  mouvement  semble  donc  se  propager 
suivant  ces  lignes  et  l'on  voit  qu'elles  sont  les  analogues  des  rayons  dans  la  théorie  de 
la  lumière  {' > 

Mais  il  est  à  remarquer  qu'au  point  de  vue  où  nous  nous  plaçons,  dans  la  représen- 
tation sur  un  espace  Ej  (.'-,  y,  z  ,  les  rayons  ne  seront  point  nor?naux  en  général  aux 
fronts  d'onde  qu'ils  traversent. 

En  effet  les  équations  difTérenlielles  de  ces  lignes  sont 

dx        dy        dz  _ 

ùcji  jV|>  ù* 

D'autre  jiart  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  front  d'onde  sont  proportion- 
nels à  X,  Y,  Z. 
On  devrait  avoir  : 

^  =—  =  A 

fl*  l^<^  ù* 

,\r        i^        Â; 

L'intégrale  générale  de  ce  sj'stème  d'équations  est  de  la  forme 

F  (.\2  -+-  Y-  -r-  z-,  T-)  =  0 

Si  l'on  prend  pour  F  un  polynôme  homogène,  la  solution  se  décompose  en  terme  de 
la  forme 

r  =  a2(X^ -^  Y^  ^-Z^). 

C'est  la  fonction  caractéristique  des  équations  du  type 


,/y'V       .^^V       ô^'x  /  ,   ..  ,A-    oV    .A'    ôV\ 


L'équation  des  petits  mouvements  en  est  un  cas  particulier.  Nous  retrouvons  ce  fait 
bien  connu  que  dans  ce  cas  les  rayons  lumineu.x  sont  normaux  aux  surfaces  d'onde. 

Soit  P„  (R,  T)  un  polynôme  homogène  de  degré  n  en  \\  et  T.  L'équation  la  jilus  gé- 
nérale dont  les  intégrales  jouissent  de  la  même  propriété  sera  : 


\.V»-  .11/'  t'Z^      {■t-J  ^    ' 


où  *  (V)  représente  une  expression  quelconque  des  dérivées  partielles  de  V  d'ordre  in- 
férieur à  2n. 

(1)  Voir  la  noie  de  M.  Hadamard  «  Stti- la  yrcpagalion  des  Oncles  ». 
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II.  —  La  Construction  d'Huygens. 


42.  La  génération  des  surfaces  d'onde  et  la  construction  d'Huygens.  — 

K.x.iiiiinons  maiiilenaiit  lagénéralion  des  surfaces  caractérisliques  définies  par  l'équation 

(5;  <!>(/•)  =  0. 

Nous  avons  défini  au  numéro  7  la  surface  àpoinf  singulier  et  nous  avons  vu  que 
les  surfaces  caractérisliques  s'en  déduisent  en  assujélissant  le  sommet  à  décrire  des  va- 
riélés  ponctuelles  à  moins  de  >i  —  1  dimensions. 

Si  nous  applifjuons  ces  considérations  à  l'espace  à  quatre  dimensions  E  .v,  y,  -  :  /)  et 
à  léquation  qui  nous  occupe,  nous  devrons  distinguer  trois  catégories  d'hypersurfaces 
caractéristiques  :  l'hypersurface  à  point  singulier  et  ses  enveloppes  de  première  et  de 
seconde  espèce.  Comme  loutesurfice  caractéristique  représente  une  onde,  nous  pouvons 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théobicme  V.  On  ohlient  toutes  les  oncles  en  'prenant  les  enveloppes  de  F  hyper  sur  face 
à  point  singulier ,  lorsque  le  sommet  est  assujéti  à  décrire  dans  l'espace  E  (x,  y,  z  ;  t) 
une  variété po7icluelle  à  moins  de  trois  dimensions. 

Celte  proposition  conduit  directement  à  la  construction  d'Huygens  Considérons  un 
milieu  en  repos  dans  lequel  un  mouvement  est  suscepliljle  de  se  propager  et  un  point 
entrant  en  \  ibralion  il  l'instant  t».  A  l'instant  <,,  les  points  atteints  seront  sur  une 
certaine  surface  appelée  surface  d'onde  par  les  physiciens.  Nous  lui  donnerons 
le  nom  de  front  d'onde  central  ou  simplement  de  front  central.  Su|)posons  connu, 
pour  toute  durée,  le  front  central  cl  soit,  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  une  surface 
fixe  dont  les  points  sont  mis  en  vibration  à  des  instants  déterminés  t.  On  peut  cons- 
truire, pour  chaque  point  de  la  surface  fi.\e,  le  front  central  correspondant  à  la  durée 
^  —  t. 

D'après  Huygens,  on  obtiendra  le  front  d'onde  relatif  à  t  =r  t^  en  pretiant  les  en- 
veloppes de  tous  les  fronts  centraux. 

Pour  retrouver  cette  construction  en  parlant  du  théorème  V,  il  suffit  d'étudier  les 
sections  des  ondes  p.ir  les  variétés  t  =  t^. 

Prenons  d'abord  l'hypersurface  à  point  singulier.  Pour  une  équation  donnée,  elle  est 
bien  déterminée  dès  que  l'on  connaît  les  coordonnées  de  son  sommet  {x,^,  y^,  z^  ;  /„). 
La  section  par  la  variété  t  =  cohs/ donne  un  front  d'onde  auquel  on  peut  donner,  par 
extension,  le  nom  de  front  central.  Le  calcul  montre,  en  effet,  que  dans  les  divers  cas 
considérés,  on  est  conduit  à  la  surface  d'onde  des  physiciens.  Pour  tout  point  (aj^,  y,, 
Zj  ;  /„)  le  front  central  sera  connu  dès  que  l'on  se  donnera  la  durée  <,  —  /„.  D'ailleurs, 
pour  une  môme  durée,  la  forme  du  front  dépend  des  coordonnées  du  centre  (x^,  (/„,  z^ 
et  de  la  valeur  initiale  t^.  H  n'y  a  d'exception  que  pour  les  équations  à  coefficients  cons- 
tants, les  seules  que  l'on  étudie  généralement  en  optique  à  propos  de  la  théorie  des 
ondes. 


—  107  — 

Examinons  mainlenant  l'onde  obtenue  en  assujélissant  le  sommet  de  l'hypersurface 
singulière  à  décrire  une  variélé  à  deux  dirr.ensions.  On  pput  supposer  les  équations  de 
celle  variété  mises  sous  la  forme 

o  {x,  y,  «'  ^  0, 
(!/  (a;,  y,  s  ;  /)  =  0. 

A  tout  poinl  (.r,.  y^,  z^)  de  la  surface  o  {x,  y,  z)  ^  0  correspond  une  hypersurface 
singulière  donl  l'autre  coordonnée  du  sommet  /„  sera  fournie  par  la  résolution  de  l'é- 
quation 'l  (à-j,  !/(,,  z^;  t)  =  0.  Coupons  par  la  variété  t  =  «,  l'ensemble  de  ces  hyper- 
surfaces  et  de  leur  enveloppe  el  interprétons  le  résultat  géométriquement  dans  l'espace 
à  trois  dimensions  E  (a-,  y,  z).  A  chaque  point  (.'(,,  (/„,  rj  de  o  correspondra  un  fnint 
central  de  durée  /,  —  t^,  t,,  ayant  la  même  significalion  que  précédemment.  L'envelo])pe 
de  ces  surfaces  doublement  infinies  forme  le  front  d'onde  cherché. 

Le  raisonnement  serait  le  même  si  la  variété  initiale  élait  à  une  dimension.  Au  lieu 
de  la  surface  o  (r,  y,  z)  on  aurait  une  ligne  et  le  fr(ml  cherché  serait  une  sorte  de  va- 
riété canal. 

On  retrouve  donc  bien  la  construction  d'iluygcns.  F,ii  même  temps  nous  vovonsque 
sa  véritable  raison  d'être  est  dans  une  j)rui)riété  générale  des  surfaces  caractéristiques 
des  équations  linéaires. 

43.  —  La  détermination  des  mouvements  intermédiaiies-  —  Les  considéra- 
tions qui  précèdent  sont  déduites  directement  de  la  notion  de  multiplicités  caractéris- 
tiques. L'extension  de  la  méthode  de  Riemann  permet  d'aborder  d'une  façon  complète 
l'élude  dynamique  et  conduit  à  la  solution  de  la  [ilujiart  des  problèmes  que  l'on  est 
amené  à  se  poser  sur  ces  questions. 

Pour  préciser  les  raisonnements  prenons  l'équation  déjà  considérée 

La  surface  centrale  est  le  cône  de  l'espace  à  quatre  dimensions 
(C)  (x  -  x,y  -^{y-  y,y  -+-  'z  -  z,Y  =  «^  {t  -  t„Y. 

Les  fronts  centraux  seront  des  variétés  sphériques  à  trois  dimensions,  et,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  les  rayons  seront  normaux  aux  divers  fronts  d'onde. 

i"  Pboblkme.  —  On  se  donne  sur  une  surface  mm  caraclérisfiijueS{x,  y,z;  t).  tout 
entière  extérieurs  au  cône  (G)  doiit  le  sommet  est  en  chacun  de  ses  points,  la  fonction 
^  el  sa  dérivée  conomiale 

ôj ^  £f  _i_     2  Z*?  ^^        i^?  *>.(/        ô?  >>^\. 

ôv       Min    '         \m:  dn       fty  ë»       t>:m)^ 

trouver  une  intégrale  de  l'équation  (8;  déterminée  par  ces  condition'. 
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Prenons  un  point  M  (.r,,,  y„,  xr^;  t^)  et  menons  le  cône  (C)  passant  par  ce  point.  Il 
découpera  sur  (S)  une  variété  (S)».  La  fonction  o  sera  complètement  déterminée  en  M 

par  les  valeurs  de  »  et  -^  sur  la  variété  (S)m. 

Comme  cas  particulier  supposons  que  la  variété  (S)  ne  dépende  pas  de  t.  Dans  ce  cas 
la  dérivée  conormale  coïncide  avec  la  dérivée  par  rapport  à  /.  On  a  la  solution  prenant 
sur  une  surface  S'x,  y,  z\  des  valeurs  données  ainsi  que  sa  dérivée  par  rapport  à  t. 

2°  Problème.  —  Supposons  la  surface  considérée  formée  de  nappes  caractéristiques. 
Dans  ce  cas,  si  l'on  se  donne  la  valeur  de  o  sur  les  nappes,  la  dérivée  conormale  est 
égale,  comme  on  l'a  vu,  à  la  dérivée  suivant  le  rayon  et  se  trouve  par  le  fait  même 
complètement  déterminée. 

La  valeur  de  o  en  un  point  M  sera  délenninèe  par  la  co?inaissance  des  valeurs 
qu'elle  prend  sur  une  variété  (S)m  définie  par  Vinlerseclioa  du  cône  de  sonunel 
f/e*M  avec  les  frontières  caractéristiques . 

L'extension  de  la  méthode  de  Riemann  résout  donc  complètement  le  problème  de  la 
détermination  de  ces  mouvements  intermédiaires. 


III.  —  la  pi'opsiii'alion  des  ondes 


44.  La  détermination  de  la  vitesse  de  propagation.  —  Nous  avons  défini,  au 
numéro  iO,  ce  que  l'on  entendait  par  vitesse  de  propagation  d'un  front  d'onde.  Nous 
avons  été  conduit  à  la  relation 


(♦) 


^-im'         ^'r=&-&*&- 


Soit  *:/')  la  fonction  caractéristique  que  nous  supposerons  du  deuxième  degré  par 
1  apport  aux  dérivées  partielles  ;  si  l'on  pose  comme  d'habitude 

l^X  '  <>»/  >''-  ^^' 

elle  peut  s'écrire  sous  la  forme 

(.|.)  T2  -t-  2T(AX  +  BY  -^  CZ)  +  o(X,  Y,  Z)  =  0 ; 

■f(X,  Y,  Z)  représente  une  fonction  homogène  et  du  deuxième  degré  en  X,  Y,  Z; 
A,  R,  C  et  les  coefficients  de  'f  sont  des  fonctions  de  ( >;,  y,  z,  t). 

On  peut  trouver  immédiatement  l'équation  qui  donne  V  en  fonction  des  coefficients 
de  l'équation  et  des  cosinus  directeurs  («,  h,  c)  de  la  normale  au  front  d'onde  pour  !.- 
point  considéré. 


Divisons  ("l»)  par 
et  remarquons  que 


_  inn 


A,/=X^  +  Y^ 


V- 


X  Y_  _  _L  . 

"^'m-    '^v'^7'    '".V 

On  aura  : 
(12)  V-  —  2  Y  (Aa  -^  B6  -h  Ce)  +  ç(a,  6,  c)  =  0, 

c'est  l'équalion  cherchée. 

On  aurait  pu  parvenir  autrement  à  cette  formule  par  des  considérations  géométriques 
qui  ne  supposent  point  la  formule  (4).  Pour  simplifier  l'exposition,  supposons  absente 
la  variable.- et  pîir  suite  Z  et  conservons  les  notations  et  les  dénominations  précé- 
dentes. Les  ondes  seront  représentées  dans  l'espace  E  (x,  y  ;  <)  par  des  surfaces^ausens 
ordinaire  du  mot,  et  les  fronts  d'onde  par  des  lignes  situées  dans  les  plans  t  —  const. 
Considérons  une  onde  passant  par  un  point  particulier  A  [x,  y  ;  0-  Soient  tl  le  plan  tan- 
gent et  AN  la  normale  en  ce  point.  Celle  dernière  droite  est  une  génératrice  du  cùne  des 
normales  de  sommet  A 
(*)  T^  -r-  2T  (  AX  -r-  BY   -i-  f  (.K,  Y)  =  0 

Soit  f*,)  le  réciproque  de  ce  cône.  Le  plan  tangent  II  le  touche  suivant  une  génératrice 
AM.  Menons  le  plan  T  =  T,  où  T.  est  infiniment  petit  et  soient  n.  m  et  a  les  intersec- 
tions avec  AX,  A.M  et  la  parallèle  à  o<  menée  par  A.  «m  mesure,  aux  infiniments  petits 
d'ordre  supérieur,  le  déplacement  du  front  d'onde  pendant  la  durée  Aa  et  l'on  a 

,.      ma 

V  ^  lim    , 

A  a 

pour  lim  Aa  ;=  0  ; 
ou  bien  encore,  en  remarquant  que  le  triangle  mXn  esfrectangle  en  A  : 

,r       1-     Aa 

V  =  lim  — 

ail 

pour  lim  Aa  =  0. 
Soient  fa,  ?)  les  cosinus  directeurs  de  an.  Lorsque  Aa  tend  vers  zéro,  c^s  quantités 
tendent  vers  a,  b  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  front  de  l'onde  T  =  0.   Posons 
an  ^=  r,  les  coordonnées  de  n  seront  : 

T  =  T,  ;        X  =  ra,         Y  =  r?. 
Substituons  dans  ■«',  il  vient  : 

T,'  -T-  2T,  (Aa  -r  B?)  -+-  -f  (a,  P)  =  0. 
Divisons  par  /=  et  faisons  tendre  T,  vers  zéro,  on  aura 

V»  -f-  2V  (Aa  ^  Bi)  -H  ?  (rt,  h)  =  0, 
ce  qui  est  l'équation  trouvée. 
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Les  raisonnements  que  nous  venons  de  faire  sont  indépendants  du  degré  de  la  fonction 
caractéristique 


D'une  manière  générale  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VI.  —  Etatit  donnée  la  fonction  caractéristique  qui  correspond  à  l'équa- 
tion d'un   mouvement,    on  obtiendra   l'éqitation  aux  vitesses  en  remplaçant  ^^r  par 

\  ,  et  [—,  -f ,  -^1  2Mr  les  cosinus  directeurs  (a,  b,  c)  de  la  7iormale  à  l'onde  au  point 
considéré. 

Revenons  à  la  formule  (12).  On  peut  dire  qu'elle  donne,  pour  le  point  (r,  y,  z)  el 
l'instant  considéré,  les  vitesses  relatives  à  la  direction  arbitraire  (a,  b,  c)  dans  l'espace 
à  trois  dimensions. 

Pour  que  ces  vitesses  soient  réelles  il  faut  : 

(Aa  -+-  B^  +  CyV  —  o  (a,  p,  y)  >  0,  (ï2  +  p2  -H  f  =  1). 

Il  y  a  des  équations  pour  lesquelles  celte  condition  ne  sera  jamais  remplie,  quelles 
que  soient  a,  p,  f.  Ce  sont  les  équations  qui  dérivent  d'une  fonclion  caractéristique 
définie  positive.  On  sait  d'ailleurs  que  dans  ce  cas  les  surfaces  d'onde  sont  imaginaires. 
Pour  de  tels  mouvements  il  ne  saurait  y  avoir  pro])aKation  par  onde. 

Si  la  forme  «I»  (/")  n'est  point  définie  positive,  deux  cas  seront  à  distinguer  : 

1°  L'axe  ot  est  intérieur  au  cône  (*)  ;  les  vitesses  sont  réelles  quelque  soit  la  direc- 
tion (a,  p,  •(). 

2°  L'axe  ot  est  extérieur  ;  les  vitesses  ne  seront  réelles  que  pour  les  directions  salis- 
faisant  à  la  condition  indiquée.  Ce  sont  toutes  les  directions  intérieures  au  cône  dont 
le  sommet  serait  le  point  a  et  qui  serait  circonscrit  à  la  quadrique  déterminée  dans 
(«I')  par  la  variété  T  =  T,. 

Remarquons  que  les  vitesses  de  propagations  dans  les  équations  que  nous  venons  de 
considérer  sont  indépendantes  des  données  initiales  et  même  de  la  surface  caractéris- 
tique considérée.  Elles  ne  dépendent  que  de  la  fonction  caractéristique,  c'est-à-dire  de 
1  ensemble  des  termes  formé  par  les  dérivées  d'ordre  supérieur.  Dans  toutes  les  ques- 
tions de  vitesse  on  pourra  se  borner  à  la  considération  de  ces  termes. 

45.  Application  à  quelques  équations.  —  Considérons  par  exemple  l'équation 
des  petits  mouvements  des  fluides  non  visqueux 

on  aura 

D'où  Y-  =  a'^,  ce  qui  est  un  résultat  bien  connu. 
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D'après  la  remarque  que  nous  avons  faite,  on  aura  la  même  expression  de  la  vitesse 
pour  toutes  les  équations  de  la  forme 

^'*^  .1^  -  **  (s::^  ^  .^«  -^  ^^r  "  ^^'  'J'  -'•  '•  ^^  =  *^' 

H  ne  dépendant  pas  des  dérivées  secondes  de  o.  C'est  ce  qui  a  lieu  par  exemple  pour 
l'équation  des  télégraphistes. 

En  électricité,   l'étude  de   la   propagation  des  flux    longitudinaux  dans  un   milieu 
homogène  ii  la  fois  conducteur  et  diélectrique  conduit  à  l'équation 

(ir.)  (1  +  4  ::.F  ^^^  Ae  -  4  za).F  ;^  -  ^  (ab  -  aX  ;J)  =  0 


,^      >'e       ô^e      ù^e 

•^^  =  c^  +  ev  +  ;^^- 

La  fonction  caractéristique  est  ici 

et  par  suite  on  aura  pour  équation  des  vitesses 

V  [il  -f-  47::Fi  (a=  +  ?2  +  f-)  —  4  T:a>.FV'J  =  0. 

ce  qui  correspond  aux  vitesses 

\  ^  U         et  \  -  =;  —, T-«-  . 

4  r.a/.F 

Si  >.F  tend  vers  0,  comme  cela  a  lieu  pour  l'hypothèse  de  Maxwell,  on  voit  que  la 
deuxième  expression  de  la  vitesse  devient  inllnie  ce  qui  correspond  jihysiquement  à 
l'ahsence  de  uropagation  de  semblables  llux. 


I\'.  —  ï.'P'vtonsioii  smv  SvsU"'nies  (rFqiiatîoii<! 


46.  Extension  de  la  notion  de  multiplicités  aux  systèmes  d'équations.  Sur- 
face d'onde-  —  Bien  qu'il  n'entre  point  dans  le  but  de  ce  travail  de  traiter  les  sys- 
tèmes d'équations,  nous  indiquerons  sommairement  comment  certaines  des  proposi- 
tions énoncées  peuvent  s'étendre  dans  ce  cas. 

Nous  devons  tout  d'abord  généraliser  la  notion  de  multiplicités  caractéristiques. 
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Considérons  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  l'hypersurface  f{x,  y,  z  ;  f).  Nous 
avons  trouvé,  pour  fout  déplacement  surcette  surface,  l'expression  suivante  des  divers 
éléments  d'une  fonction  u  [p-,  i/,  z,  l) 


a*"  k) 


p:i.^,^(\,y-...-^-^r. 


Si  au  lieu  d'une  seule  fonction,  on  en  a  plusieurs  ti,  v,  iv,  on  introduira  pour  expri- 
mer leurs  éléments  autant  de  groupes  de  fonctions  arbitraires  ).,  [x,  v. 

En  particulier  pour  les  éléments  du  premier  ordre  on  aura  les  expressions  suivantes 

où  n^,  v^,  (('u  remplacent  ^f,,  |ji„,  v^  : 


(10) 


Pour  les  dérivées  du  second  ordre  on  introduirait  les  fonctions  l.,,  [x.-,,  Vj. 
On  aura  en  général  : 


If 

—  =  —    +  (J'i 
CtX         OX           '^' 

^x' 

bu-  _  iW, 
bx             bx 

-t-''l 

'  bx' 

1    Jiît  ^2<o          ) 

)  '^  ~  ~'V/  "*"    '' 

r-  =  —   H-  (^1 

bir  bWf^ 
by          by 

+  ■'1 

•y 
by- 

1     iZ             CZ 

^3  ' 

bv       bv,, 

^  =  Si-  -+-  ^' 

^, 

bn<  bw„ 
bz            A? 

-1-  V 

«Y 

'1':  =  'JLo  _,  i 
\     cl         ot           ' 

ot' 

^7  =  ^  +  1^' 

ht' 

blV  bW„ 

Yt  ~  bt 

-+-  V, 

'bf 

b''  V 


-.-=  «(A 


('^)  Uwi^^=^>.?^-''^^'"-^'''^^'---'^'^^= 


dX    byt'  bz  '  b/ 


—  r,(*) 


bx'^  byKPÛi^'  -  ^.U  yP  cï  ,5  '>'-'o.  ■'..  •'. *)/•• 

Considérons  un  fluide  en  mouvement.  Soient  .'/•,  y,  z,  les  coordonnées  d'un  point, 
l  le  temps  et  (m,  v,  te)  trois  fonctions  du  mouvement. 

On  dira  qu'tme  /iijpersurface  f(x,  y,  z  :  t)  est  onde  d'ordre  (n  -+-  1)  s'il  peut  exister 
deux  systèmes  des  fonctions  'fu,  v,  w)  qui  définissent  le  mouvement,  telles  que  ^mur 
une  valeur  quelconque  de  t  les  deux  systèmes  de  fo7iclio7is  et  leurs  dérivées  Jusqu'à 
l'ordre  n  pren?ient  les  tnémes  valeurs  sur  l'hypersurface  f(x,  y,  z;  t)  sans  qu'il  en 
loit  de  m^miepour  toutes  leurs  dérivées  d'ordre  (n  ~\-  1). 

Comme  dans  le  cas  d'une  seule  fonction,  si  l'on  veut  éviter  la  considération  d'un 
jïpace  à  quatre  dimensions,  on  peut  faire  abstraction  de  la  variable  /  et  ne  tenir 
îompte  dans  la  représentation  que  de  .t,  y,  z.  Une  surface  S(x,  y,  z)  variable 
avec  t,  sera  une  onde  d'ordre  n  -t-  1   si  elle  partage  l'espace  E,  (x,  y,  z)  en    ré- 
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gions  variables  avec  t  pour  les'/uel/es  correspondent  des  /onctions  (ii,  v,  w)  égales 
à  chaque  instant  aitisi  que  leurs  dérive'es  Jusqu'à  l'ordre  n  sur  la  surface  S(x,  y,  z), 
sana  qu'il  en  soit  de  même  pour  toutes  les  dérivées  d'ordre   n  -H  1). 

C'est  la  définition  même  d'Hugoniot;  c'est  également  celle  qui  a  été  prise  comme 
point  de  départ  par  M.  Duhem  dans  ses  recherches  sur  les  ondes  ('). 

On  peut  toujours  supposer  que  sur  une  onde  d'ordre  n  -H  1  le  système  de  fonctions 
s'annule  ainsi  que  ses  éléments  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement.  Il  suffira  par  exemple 
de  considérer  les  fonctions 

M,  —  Mj  =  U,  t'i  —  l'j  =  V,  îr,  —  ic,  =  W 

où  (u,tj,  u',)  et  O/j,  fj,  ?rj  désignent  les  valeurs  des  fondions  pour  deux  régions  sépa- 
rées par  /. 

Dans  ces  conditions  on  aura  pour  l'expression  des  éléments  d'ordre  n  -~-  i  sur  une 
surface  d'onde 


\i^j    Vyj    \^zj    \Ul   ' 

\     bx' by?  t>z'<  H"  \^'    \ôy/     \f^/    \ô«/  ■ 

Introduisons  les  cosinus  directeurs  (a,  b,  c)de  la  normale  en  un  point  du  front  d'onde 
relatif  à  l'instant  ?  ;  on  a 

et  par  suite 

1      ùx"  by^  i-'Z^  dt"  \»t/ 

(')    HcooNiOT,  Journal  de  mathèmatiqvet  i886.  —  M.  Dvuem,  Cours  d'Hydrcdynamiqut  et 
d'Blatticité,  t.  I  et  Cours  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  1900- ItOl. 
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Les  fonctions  [Là,  MS,  N2)  relatives  à  un  même  front  d'onde  forment  un  système  de 
(n  ■+■  2)  vecteurs  en  progression  géométrique.  La  raison  de  la  progression 


(4) 


représente  la  vitesse  de  propagation. 

La  direction  commune  de  ces  vecteurs  définit  ce  que  l'on  appelle  la  direction  de 
propagation  de  ronde  (').  La  propagation  est  lo7iffiludhiale  lorsque  la  direction  est 
normale  au  front  d'onde  ;  elle  est  transversale  lorsqu'elle  est  dans  le  plan  du  front 
d'onde.  Ici  encore  la  considération  des  vecteurs  peut,  dans  la  plupart  des  questions, 
être  remplacée  avantageusement  par  les  formules (18). 

47.  Les  conditions  caractéristiques-  —  Les  conditions  auxquelles  doivent  satis- 
faire les  fonctions  ().,  ^i,  ...)  et  la  surface  f{x,  y,  z,  t)  s'obtiennent  d'une  façon  analogue 
à  celle  qui  a  déjà  été  employée. 

Pour  simplifier,  supposons  qu'il  s'agisse  d'une  onde  du  premier  ordre  dans  un  mou- 
vement défini  par  les  deu.\  équations 


(20) 


-7  =  a <r  b  : \-  a 

bt  ox  oy 

—   =C h« HC; 

ùt  ex  c^y 


1-  ^'   — 

cia;            c^y 

-+-&' 

,  b»             „  M) 

-h  h. 

Remplaçons  les  éléments  du   premier  ordre  des  fonctions  (u,  v)  par  leurs  valeurs 
sur  la  surface  d'onde  /'(.c,  y;  t).  On  aura,  en  groupant  les  termes  en  1  et  fjt, 


^V 


dy        c<t  I  \     (<x 


b"A 


f^  =  T7-"  -  «  ^J-  - 


(4 

\      ÙX 


ûy/  \     ôr  c<y       ùt  j  H 


dx 


—  ff- 

—  h. 


de  calcul  de  À  et  n  sera  indéterminé  si  les  deux  conditions  suivantes  sont  remplies 


(21) 


(22) 


a  -^  -h  b  -1 

ex           c>y 

ot  ' 

a'  :J-  -h  b'  -f- 

c   '-  -^  d  -i-, 
ôx           oy 

,  ^f            .<  bf 

bt 

a  -i-  -^  h  ^  - 

M          (^y 

bl'n 

6X 

—  g 

bf        ,bf 

—  h 

=  0, 


=  0. 


Si  les  coefficients  a  b  ...)  sont  indépendants  des  fonctions  ii  et  v,  le  premier  déter- 
minant définit  f(x,  y,  t)  par  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
homogène  ijue  nous  désignerons  encore  sous  le  nom  de  fonction  caractéristique  4.  (/), 


(1)  IIauamahd,  loc.  cit. 
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et  l'on  connaîtra,  indépendamment  des  données  initiales  m^  i\  et  >■,  ii,  les  surfaces  d'in- 
détermination. 

Tous  les  raisonnements  que  nous  avons  fait  sur  la  génération  des  surfaces  d'ondes  et 
par  suite,  la  construction  d'Huygens,  sont  applicables  à  la  détermination  de  f(.'c,  >/ \  t). 
L'onde  une  (ois  choisie,  il  ne  restera  qu'une  seule  reialion  entre  les  données  initiales 
M„,  Vu  des  fonctions  u,  r. 

En  supposant  tes  conditions  remplies  et  les  surfaces  f  (x,  y,  t.  réelles,  il  resterait  à 
démontrer  que  l'on  peut  effectivement  construire  les  fonctions  u  et  v  à  l'aide  de  séries 
convergentes  au  voisinage  d'un  point  de  celle  surface.  C'est  ce  qui  résulte  de  la  géné- 
ralisation du  théorème  de  Beudon,  énoncée  par  M.  Iladamard  dans  le  cas  particulier 
suivant  (')  : 

Un  système  de  trois  équalioiis  du  second  ordre  à  trois  fondions  incotmues,  étant 
donné,  ainsi  que  deuj:  multiplicités,  l'une  caractéristique,  l'autre  quelconque,  sécantes 
entre  elles,  on  peut  opérer  un  changement  de  fondions  inconnues  tel  que  la  solutio7i 
soit  déterminée  par  les  valeurs  de  deux  des  nouvelles  inco7inues  et  de  leurs  dérivées 
premières  sur  la  multiplicité  caractéristique,  jointes  aux  valeurs  de  la  troisième  in- 
connue sur  la  sccoitde  multiplicité  (toutes  ces  données  étant  analytiques  et  régulières). 

48.  Applications  diverses.  Formules  d'Hugoniot.  —  Les  considérations  qui 
précédent  permettent  de  retrouver  facilement  les  résultats  connus  sur  les  ondes  et 
les  vitesses  de  propagation. 

On  sait  toute  l'importance,  en  optique,  de  la  surlace  d'onde  de  Frosnel.  Pour  l'ob- 
tenir, nous  partirons  des  équations  de  Lamé 


f>î/\%       àzj  t>z\dx 


(23) 


ô<'  f'S  \.V       dxj  <\r  \i\i/       .w/'  • 


Groupons  les  termes  qui  renferment  la  même  fonction  et  remarquons  que,  d'après  les 
formules  (18j,  on  a  sur  une  onde  du  troisième  ordre  f  (r,  y,  z  ;  t), 

.f  .y 


ôxûy  dx  i^y' 


«t'^        '■  V><  /  '  ,\v'  \ùx)  ' 

il  vient,  pour  la  fonction  caractéristique, 

\dt/  \ôy/  \.^^/  ùy  bz 

^     >  by  bx     \blj  \f>z  1  \bxl  ' 

«.^/•v-,  {%)'_,  i^iy^a^ m 

cybz'    \bt/  '  V'W  [t^yl 


bfbf 


bZ  bx 


bZ  bx' 

(')  Voir  la  note  souvent  citée  p.  60. 
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Développons  ce  déterminant  et  posons 


X=.^/,        Y^^^.        Zr='l,        T  =  */. 

ix  iM/  i^Z  <>t 


il  vient 


d 


J.-  +  ^)  (X^  +  Y^  +  Z^) 


„„  rx V 1      1  \     Yv  1      1  \     z=  / 1      1  \T        T^        » 

que  l'on  peut  encore  écrire 

X-  Y^  Z^ 

(*)  T^  -  a-  "R-  "^  r  —  6^  R"  "^  T=~— "1^^  "^  ''• 

Si  l'on  regarde  X,  Y,  Z,  T  comme  des  coordonnées  courantes,  l'équation  précédente 
représente  ce  que  nous  avons  appelé  le  cône  des  normales.  Il  nous  suffira  de  prendre  le 
réciproque  pour  avoir  la  surface  centrale.  On  obtient 

,r^  ^'11.  ^-'Y'  c^'Z^       _ 

(W  a^f^—  R2  "^  62 X2  _  Ri  "t"  c^ T^—  R2  "~ 

Si  l'on  fait  dans  celte  équation  T  =  1,  on  a  la  surface  d'onde  de  Fresnel.  Si  l'on 
remplace  dans  {'P)  T-  par  V-  et  X,  Y,  Z  par  (a,  p,  -;),  on  aura  l'équation  aux  vitesses. 

En  raisonnant  de  la  même  façon  sur  les  équations  générales  de  l'élasticité  on  sera 
conduit  à  une  équation  discutée  complètement  par  Christoiïel  ('). 

Lorsque  les  coefficients  des  dérivées  d'ordre  supérieur  dépendent  des  fondions  incon- 
nues, la  fonction  caractéristique  ne  permettra  plus  de  délerminer  les  surfaces  d'ondes 
indépendamment  des  données  initiales  de  ces  fonctions.  Mais  le  théorème  relatif  à  la 
détermination  des  vitesses  subsiste  encore.  C'est  ce  que  nous  allons  voir  en  cherchant 
à  retrouver  les  formules  d'Ilugoniol  relatives  aux  vitesses  des  fronts  d'onde  en  Hydro- 
dynamique. Nous  ferons  le  calcul  pour  les  é(juations  d'Euler 


(25) 


iU            Ml            Ml             f>M         1  (^II 

-:  -hU h  » hW--     -\ 

bt           i)X          «y           (^^        por 

x  =  o. 

cMi         ^»          i>v         fit»       lôH 

\-U h  V- \-  W 1 

ôt              i>X              ôi/              f'Z           pfi»/ 

•  Y  =  0, 

{\U>  fiiv         Me    .       t^iv    ,    Iftl 


on'  »'(t'  t'M^  »  *'•■  rr  A 

-h  K \-V \-ti' 1-  -  -    —  A  =  U, 

Cf  ax  Mj  bZ  pM 


f<r 

^D 

np 

-t-  M   '- 

-*-  ^T- 

àt 

5a; 

^y 

=  0. 

^y 

(')  Chbistoffei.,   Vebe,-  die  Fortpflanzung  von  StUssen  dure!,  ela.tiche  fesle  Korper  (A,inali  di 
matemnlica  S.  II,  t.  VIII,  p.  202  ;  1877). 
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Nous  devons  adjoindre  une  relation  supplémenlaire.  Prenons     ( 
(26)  n  =  F  (p>. 

En  diiTérentiant  par  rapport  à  x,  y  et  ^  on  obtiendra 


(27) 

où  l'on  a  posé 


6x  ùx'  iy  t'y'  àz  bz 


3  = 


rfF 

dp 


A  l'aide  de  (26)  et  de  (27)  on  peut  éliminer  II  des  trois  premières  équations  (25)   ce 
qui  donne  : 


dX  il/  t^Z  p  {<X 


(28) 


iv  6v  î>y  ùv 

— ,  -t-  M h  V h  w  — 

t>i  (<x         (<}/  ^^ 


J    ^£ 


—  Y  =  0, 


t>w  (iw         ^^o  i>w        J  fs        „        ,, 

;><  ox  ^y  t'S        p  {<z 

bt  bx  f>y  {12       '  \i\r       Cl//       t<z  I 

Désignons  par  l'indice  zéro  les  valeurs  d'une  fonction  sur  l'hypersurface  caractéris- 
tique f{x,  y,  z\  t)  et  introduisons  la  notation 

Tr  __  t>f        !>f        .>/■        .>/■ 

It   —  ot   "^  "»  3J  "^  ^'»  "^  "*■  "■''  M  ■ 

L'équation  caractéristique  sera  donnée  par  le  déterminant  qui  se  déduit  immédiate- 
ment de  (28)  : 


(29) 


dt 

0 

0 

p„ùj; 

0 

¥ 

dt 

0 

?o  'V/ 

0 

0 

dt 

"hx 

5/ 

=  0 
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Développons  ce  déterminant  et  remplaçons  comme  d'habitude  -^^  par  X  et  etc.  ;  il  vient 

(*)      (T  ^  w„X  -  r„Y  -+-  iv.Zf  [(T  +  u,\  -+-  r„Y  -^  ic.Zy  -  J„  (X^  +  Y^  -t-  Z^)]  =  0 
On  obtient  l'équation  aux  vitesses  en  remplaçant  T  par  V  et  (X,  Y,  Z)  par  a,  b,  c) 

(30)  (V  -+-  u,a  -+-  v,b  ■+■  ic^c'r  [(«oO  H-  v^b  -h  tv^c  -{-  V)^  —  jj  =  0 

Elle  se  décompose  et  donne 

(3ij  V  =  —  {u,a  -+-  i\b  -+■  w^c) 

qui  correspond  aux  vibrations  transversales,  et 

(32)  V  =  —  {u,a  -t-  r„6  -+-  tv,c)  ±  v/j^; 

c'est  au  signe  près,  la  formule  d'Hugoniot  (Jo(»7iai  de  Mathématiques,  p.  489  ;  1S86). 

En  procédant  d'une  façon  toute  semblable  avec  les  équations  de  Lagrange,  on  serait 
conduit,  par  le  développement  d'un  déterminant  dont  la  formation  est  évidente,  aux 
formules  du  second  mémoire  (Journal  de  Mathématiques,  p.  163  ;  1888). 

Au  lieu  de  prendre  la  relation  supplémentaire  sous  la  forme  26,  on  aurait  pu  partir 
de  l'équation  de  compressibilité  et  de  dilatation  telle  que  l'a  donnée  M.  Dubem  dans 
ses  leçons  : 

:)  4-  MbA]  =  0. 


[a:. 


Mais  il  faut  alors  remarquer,  avec  M.  Dubem,  que  si  le  Cûe/fident  de  conductibilité 
n'est  pas  nul,  une  onde  d'ordre  n  pour  u,  v,  ic.  II,  o  est  forcément  d'ordre  n  -l-  i  pour 
la  température  t  ('). 

Les  résultats  d'Hugoniot  rentrent  donc,  comme  cas  particuliers,  dans  le  théorème  VI. 

En  résumé  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donîié  un  système  d'équation  aux  dérivées  partielles,  linéaire  par  rapport 
aux  dérivées  d'ordre  supérieur  et  définissant  un  viouvement  ;  la  détermination  des 
ondes  se  ramène  à  l'intégration  de  la  fonction  caractéristique  ;  les  vitesses  des  fronts 
d'onde  s'obtiennent  par  la  résolution  d'une  équation  algébrique  qui  se  déduit  de  la 

...  ,  of         ,,   /ôf     ùf     ôf\  ,  ... 

fonction  caractéristique  en  remplaçant  -.  par  V,  I  — ,  — ,  — )  par  les  costmis  direc- 
teurs de  la  normale  au  fro7it  pour  le  point  considéré. 
(')  Comptes-rendus,  ."i^ances  du  H  février  et  du  3  juin  lyOl. 
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